Prova scritta di giorno 26 gennaio 2017

SOLUZIONE

della prova scritta di Algebra Lineare e Geometria
assegnata giorno 26 gennaio 2017

I
1) Lo spazio V é definito dall'unica equazione x1; + 12 + 213 — 91 — Loy — x93 = 0, quindi
dimg V = dimgR?** -1 =6 -1 =5.
Determiniamo adesso una base di V. Riscriviamo ’equazione nella forma
Tog = T11 + T12 + T13 — To1 — Too.

Trattando le variabili a secondo membro come libere ricaviamo le 5 matrici

100 010 001
Ml_(o 0 1>’M2_<0 0 1)’M3_(0 0 1)’

0 01
0 01

domy = (3§ o) = M
0 01
1 0 -1

QO(MZL) = 0 0 0 > = M1 — M3
01 -1

Quindi la matrice associata a ¢ rispetto alla base (M, My, M3, My, Ms) &
000 1 0
000 O 1
m=1111 -1 -1

100 0 O
01 0 O 0

-z 0 0 1 0

0 —= 0 0 1 o _Ox ! (1)
Plz)y={1 1 1—-2 -1 —-1|=(1-=x) L 0 -z o0l

1 0 0 -z 0 01 o

0 1 0 0 -z
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—x 0 1 0 1 0
=(1—2)|-2|0 -2 O0|+|-2 0 1||=0-2)]-a(-2*+2)+1-2%=
1 0 -z 1 0 —=x

— (1—2)f*(@® — 1) - (¢* = )] = (1 - 2)(e = 1)? = —(z — 1)« + 1"

Quindi P(z) =0 <= z = -1,z = 1.

geometriche
10
0 1
gi1=5—1k|1 1
10
0 1
-1 0
0 -1
g =5—1k| 1 1
1 0
0 1

Pertanto ¢ & diagonalizzabile.

Inoltre

Inoltre m_; = 2, m; = 3. Calcoliamo le molteplicita

0 1 0
0 0 1
2 -1 —1|=5-3=2=m_y;
0 1 0
0 0 1
0 1 0
0 0 1
0 -1 —-1|=5-2=3=m,.
0 -1 0
0 0 -1

Vo ={x1 My + xoMy + x3Ms + x4 My + x5M5 € V|

r1+x4=0, 29 +25 =0, 21 + 22 + 223 — x4 — x5 = 0},

quindi
Ty = —T1
Ty = —T9

2[L’1 —|—21}2 +2$5 =0

Ty = —T1
= Ty = —To ,
T3 — —T1 — X2

da cui ricaviamo le due matrici linearmente indipendenti

1 0

N1:M1—M3—M4:(_1 O

Una base di V_; e (Ny, Ny).

Analogamente

—1 0o 1 -1
1),N2:M2—M3—M5:(0 _1 1)

‘/1 = {ZL’lMl +$2M2+£L’3M3+$4M4+£B5M5 < Vv | T1 — Ty = 0, To — Iy :O},

da cui ricaviamo le tre matrici linearmente indipendenti

1 00 010
P1=M1+M4=<1 0 O);P2=M2+M5=<O 1 O);P?,—M:a
Una base di V; e (P, P», P3).
2)
fo(My) = (2—h)(1,0,0) + h(0,0,1) = (2—h,0,h)
fu(My) = (2—h)(0,1,0) + h(0,0,1) = (0,2 — h,h)



Prova scritta di giorno 26 gennaio 2017 3

Da cui segue che la matrice associata ad f, rispetto alla base (M, M,, Mj, My, Ms) nel dominio
ed alla base canonica del codominio &

2—h 0 0 A O
N = 0O 2—-hH 0 0 A
h h 2 —h —h

Calcoliamo un minore di ordine massimo

2—h 0 0
0 2—-h 0/=202-h)?=0 < h=2.
h h 2

= 3.
000 2
Seh=27T=|0 0 0 0 2 |erk9=3.
2 2 2 =2 =2
In conclusione rk 91 = 3, per ogni h € R, quindi Im f, = R3 e dimg Ker f, =5 — 3 = 2.
Per determinare Ker f, risolviamo il sistema lineare omogeneo associato alla matrice .
(2 — h)CL’l + ]’LZL‘4 =0
hxy + hxs + 223 — hxy — hezs =0

Se h # 2, scriviamo
(h 2)1’1 = hx4
(h - 2)5(32 hl’5 .
hl‘l + hxz + 2!['3 h$4 + h(L’5

Ponendo x4, = h — 2 e x5 = 0 ricaviamo la soluzione (h,0, —h,h — 2,0).
Ponendo =4 = 0 e x5 = h — 2 ricaviamo la soluzione (0, h, —h, 0, h — 2).
Osserviamo che queste sono due soluzioni indipendenti, anche nel caso h = 2, quindi

Ker fh = g(hMl — hMg + (h — 2)M4, hM2 — hMg + (h — 2)M5), per Ogni h € R,

h 0 —h\ (0 h  —h
Kerfh:‘g((h—2 0 2—h)’(0 h—2 2—h)>'

3) Dal punto precedente si ottiene subito

cioe

Tu(w1 My + 2o My + 23 M3 + 24 My + 25M5) =
((2 — h):cl + hl’4, (2 — h)l’g + hl’5, hxl + hl’z + 21’3 — h$4 — h135)

Quest’ultimo vettore appartiene a IV se e solo se

{ (2= h)xy + hzy = (2 — h)xg + hzxs

(2 — h)ay + hay = hay + has + 205 — hay — has

(2 — h)l’l + (h — 2):13'2 + hCC4 — h:li'g, =0
2(1 — h)l‘l — hZL’Q — 21’3 + 2hZI}4 + hl’5 =0
Queste sono le equazioni che definiscono V. La matrice del sistema ha rango 2, quindi

dimp W =5—-2=3.
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4)

1)

2)

Sia X € V una matrice incognita. Le equazioni che definiscono U+ come sottospazio di R*?

sono
11 — T13 — T2y + 223 =0
< 1‘12—$13—$22+ZL‘23:0

{ Y(N, X) =0
Y(Ny, X) =0

La matrice del sistema ha rango massimo, quindi dimg U+ =6 — 3 = 3.

II

La circonferenza 7, non esiste se e solo se ), € allineato con A e B, cioe se e solo se h = 0.
Se h # 0 la circonferenza -, esiste e giace sul piano z = 0. Il suo centro si puo calcolare

intersecando l'asse del segmento AB con I'asse del segmento AC),.
Lasse del segmento AB e la retta { i B é =0

L'asse del segmento AC), & la retta

z=0 z=0

{$2+y2=(9€—3)2+(3/—h>2 — {6x+2hy—h2—9=0

Il centro FE}, di v, si ottiene risolvendo il sistema

r—1=0
243
60+ 2y —h—9=0 = E (1,—+,0).
o oh

Il quadrato del raggio & > = d(A, E},)> =1+ (hzZQS 2= h4+i2§2+9-

Equazioni di v,

2

R2+3\° _ (h2+3)?

Vh{(x_l)%r(y_%) =T o
z=20

(h?+3)2

=0 z2=0

h24+3 o (h2+3)? 2 2 _ (P2 _
%{x2_2m+1—|—y2_ By 4 S =14+ s :>'7h{h$ + hy* — 2hz — (h +3)y—0'

Calcoliamo la lunghezza dei lati del triangolo ABC),.
AB =2, AC, =vVh2+9; BC,=Vh2+1.
AB =AC), < 4=h*>+9 <= h?+5 =0, impossibile.
AB=DBC), <= 4=h+1 < h=+/3.
AC), = BC), <= h*>+ 9= h?+ 1, impossibile.
Quindi il triangolo ABC), & isoscele se e solo se h = +/3.

Inoltre per h = +1/3 i lati del triangolo sono AB = BC), = 2 e AC), = 2/3.

Calcoliamo I'ampiezza degli angoli interni. Applicando il teorema di Carnot, otteniamo

— — 1 —
12 =444 — 8cos(ABC}) = cos(ABCY) = -5 = ABC), = 120°

Conseguentemente B/C:A = C;/TB = 30°.

T11 + X2 + T3 — To1 — Tag — Tag = 0
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3) Per prima cosa determiniamo I'equazione del cono di vertice V' contenente ~,. La famiglia di
quadriche contenenti 7, ha equazione

w2+ y? =20 — 4y + (2ax + 2by +cz +2d)z =0 <= 2 +y* +cz* 4+ 2axz +2byz — 2x — 4y +2dz = 0.

Imponiamo che essa abbia vertice in V

1 0 a -1 1 a=20 a=20
0O 1 b =2 1 L0 e b—1=0 PN b=1
a b ¢ d 1 a+b+c+d=0 c=—4
-1 -2 d 0 1 d—3=0 d=3

Quindi 'equazione del cono cercato e
22+ y? — 422 + 2yz — 22 — 4y + 62 = 0.

Pertanto ) ha equazioni

z=0

Y2+ 2yz — 422 — 4y +62=0
La conica 4 e una iperbole. Poiché essa giace su un piano coordinato, possiamo scrivere la sua
matrice associata B, (rispetto alle variabili y, z, t).

1 1 =2
B=11 -4 3
-2 3 0

Il centro F'(0,u,v) di § soddisfa le equazioni

{u_4v+3:0 <:>{ _ = F(0,1,1).

Adesso determiniamo i punti impropri di §

=0 z=0
t=0 ; una coppia di soluzioni & y i 1_:1|: V5 :
y? + 2yz — 42° = 0 tZ——O

Pertanto i due punti impropri di § sono P; (0,1 — /5, —1,0) e P ,,(0,1++/5,—1,0).
Gli asintoti sono le rette tangenti nei punti impropri
1 1 =2\ /1++5

(y z t) 1 -4 3 —1 =0.
-2 3 0 0

I due asintoti sono quindi

r=0 z=0
Tl{ VBy+ (5+vE)z—5-2v5=0 rl{ y+ (14 V5)z—2-V5=0

z=0 x=20
= .
”{ﬁy+(\/’—5)z+5—2¢5:0 TQ{y—l—(l—\/g)z—Q—F\/_:O
Per tracciare il grafico di § basta adesso disegnare i due asintoti, ricordare che gli assi di
simmetria sono le bisettrici degli asintoti e osservare che § passa per 'origine (0,0, 0).
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4) Le quadriche contenenti e v, costituiscono un fascio. Tale fascio & generato, ad esempio, dal
cono precedentemente trovato e dal prodotto dei due piani su cui giacciono le due coniche.
Possiamo quindi scrivere tale fascio nel seguente modo

2?4+ y? —42° + 2z — 20 — dy + 62 + 2kzz = 0.

La matrice associata e

1 0 k -1
0 1 1 =2
B=1r 1 -1 3
-1 -2 3 0
(1)(1) ’f :; 11 =2 0 k-1
detB=| =, Jl=[1 -4 3 |+kl1 1 -2=
-2 k+3 —1 -2 k+3 -1

0 -2 k+3 -1
=4—-6—-2k—6+16+1-3k—9+k(dk—k -3 —-2+k) =
= —5k + k(4k — 5) = 4k* — 10k = 2k(2k — 5).

Quindi det B = 0 se e solo se kK = 0 oppure k = %, valori per cui si ottengono coniche degeneri.
Per k£ = 0 otteniamo il precedente cono.

Inoltre
k
1

1
det A= |0 = 4—k*—1=—-k*—-5<0, perognik € R.
k

— = O

—4
Quindi la conica allinfinito e sempre irriducibile.
Ne segue che per k& = 2 si ha ancora un cono.

Per k # 0 e k # 2 si hanno quindi ellissoidi o iperboloidi. Ma poiché le quadriche contengono
9, che & una iperbole non vi sono ellissoidi nel fascio. Quindi per & # 0 e k # 2 si hanno
iperboloidi.

Studiamo il segno del determinante di B.

det B>0 <— k<0, k> g, iperboloidi iperbolici.

5 . 1 T s
det B<0 <= 0<k< 2 iperboloidi ellittici.



