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SOLUZIONE

della prova scritta di Algebra Lineare e Geometria
assegnata giorno 27 gennaio 2014

I

1) Prima di tutto calcoliamo il rango di M. Riduciamo M :

1 0 3 -1 1 0 3 -1 10 3 -1
M= 1 2 -1 1 N 0 2 —4 2 . 01 -2 1

2 -1 h 5-h 0 -1 h—6 7—h 0 0 h—8 8—h

0 1 =2 1 0 1 -2 1 00 0 0

Quindi rk M = 3 per h # 8;tk M = 2 per h = 8.

Per h # 8 si ha che dimIm f), =tk M = 3 e dimKer f, = dimR* —rk M = 4 — 3 = 1. Un sistema
di equazioni cartesiane per Ker f;, €

r+3z2—1t=0 r+32—-1t=0 r+2t=0
y—224+t=0 — Yy—224+t=0 <= y—1t=0
(h—8)z+(8—h)t=0 z—t=0 z—t=0

cioe
Ker f, = {(z,y,2,t) ER* |z +2t =0,y —t =0, z — t = 0}.
In particolare Ker f, = £ ((-2,1,1,1)).

Inoltre si ha che
Im f, = ((1,1,2,0), (0,2, —1,1),(3, =1, h, —2)).

L'equazione cartesiana di Im f;, € quindi

T Yy z t
1 1 2 0
0 92 -1 1 =0 <= v—-y+2t=0,
3 -1 h =2

cioe

Per h = 8 si ha che dimIm fs = tk M = 2 e dim Ker fgs = dimR* — 1k M = 4 — 2 = 2. Procedendo
in maniera analoga al caso precedente si ricava che

Ker fs = {(z,y,2,t) ER* |2 +32 —t =0,y — 22+t = 0}

Im fs = {(v,y,2,t) ER* |z —y + 2t =0, 52 —y — 2z = 0}.
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2) Nel caso h # 8, notiamo subito che (—2,1,1,1) ¢ Im f;, quindi Ker f, N Im f, = {0}, pertanto la
somma Ker f, 4+ Im f, & diretta.

Nel caso h = 8, Im fs = £((1,1,2,0),(0,2,—1,1)), quindi ogni vettore di Im fs si pud scrivere
nella forma (a,a + 2b,2a — b,b). Imponendo che tale vettore soddisfi le equazioni di Ker fs,
otteniamo
a+3(2a—-b)—-b=0 Ta—4b =0 a=0
{(a+2b)—2(2a—b)+b:0 {—3a+5b:0 {b:O ’
quindi Ker fs N Im fy3 = {0}, pertanto la somma Ker fs + Im f5 & diretta.

3) Il polinomio caratteristico di f;, &

l-2z 0 3 -1
1 2-z -1 1
P@=1 9 "1 hozs5-n
0 1 -2 1-2
0 0 3 -1 1 1 -1 1
1 —1 1 0 1 —2 0
P(1)=0 < 9 1 he1 5—h 0 = 0 0 5 1|0 =
0 1 —2 0 2 -1 h—1 5—h
1 1 —1 1 11 -1 1
= 0 2 g S 02 0y
0 0 3 -1 0 0 3 —1
0 =3 h+1 3—-h 0 0 h—5 3—-h

<— 3B83—-h)+h—-5=0 <= 4—-2h=0 < h=2.

Nel caso h = 2 calcoliamo I'autospazio associato all’autovalore 1 :

11 -1 1 €T €T —4
01 =2 0 vyl vyl 2
00 3 —1|]=]=2= [:[=F]|
00 -3 1 t t 3

Adesso scegliamo la seguente base di R* : v; = (1,0,0,0), vo = (0,1,0,0), v3 = (—4,2,1,3),
Vg4 = (—2, 1,1, 1) c Kerfg, esia % = (Ul,Ug,U377}4). Si ha che

Folvr) = (1,1,2,0) = 3v1 — v3 + 3 3 0 00
fa(va) = (0,2, =1,1) = 20y + v3 — 214 B,R 10 2 00
fa(vs) = vs = M) = -1 1 10
fa(ve) =0 3 =2 00

Il polinomio caratteristico & quindi P(x) = (3 —x)(2—z)(1 — x)x, che ha quattro radici distinte
e pertanto f, & diagonalizzabile.

4) Nel caso h = 8, fS(IITl fg) = fg(Kel" f8 ¢ Im fg) = fg(R4) = Im fg.

Nel caso h # 8, notiamo che Im fys C Im f,, da cui segue che

fs(Im fs) € fs(Im fn) C fs(RY) = fs(Im fs) = fs(Im f) = fs(Im f5) = Im fs.
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1)

2)

3)

II

La retta s giace sul piano p; contenente r e passante per P. Il fascio di piani contenenti r e
Mz + 2) + u(2x — y) = 0. Imponendo il passaggio per P otteniamo (3 + 1)\ + 6 = 0. Una
soluzionee A =3 e = —2. Quindip; : x — 2y — 32 = 0.

La retta s giace anche sul piano p, passante per P e ortogonale a r. Il punto improprio di r e

dato dal sistema
r+z=0

20—y = P.(1,2,—1,0),
t=20

quindi py : 1(x —3) +2(y —0) —1(z — 1) =0, cioe py : . + 2y — 2 — 2 = 0.

r—2y—32=0 :>S{:U—2y—3z:()'

Ovv1amentes=p1ﬂpz{x+2y_z_2_0 2u+2—1=0

Il fascio ® giace sul piano p;. Riscriviamo la retta » come intersezione di p; con un altro piano.

r+2=0 — xr—2y—32=0
" 20—y =0 "V z4+2=0 ’

Il fascio ¢ & generato dalle coniche r U s e dalla retta impropria del piano p; contata due volte.

o r—2y—32=0
Mr+2)2y+z—t)+ut>*=0 -~

In forma non omogenea
ol - 2y —32=0
M +2)2y+2z—1)+pu=0 "

Le coniche irriducibili del fascio sono, ovviamente, tutte iperboli equilatere.

Gli assi di simmetria delle coniche in ® sono le bisettrici delle rette r ed s. Le bisettrici sono
il luogo dei punti @) del piano p; equidistanti da r e da s. Sia Q(2b+ 3¢, b, ¢) un punto del piano

1.
Calcoliamo I'’equazione del piano p, passante per r ed ortogonale a p; :

Mr—2y—32)+pulx+2)=0= A+ p)z—2\y+ (n—3\)z = 0;
condizione di ortogonalita con p; :
A+ 4, —2X, 11— 3A) - (1, -2, —3) = 0 = 14\ — 21 = 0.

Una soluzioneeé A =1e u = 7. Quindi p, : 4 —y + 2z = 0.

[4(20 4+ 3c) — b+ 2c[  [7b+ 14c|
V21 V21

Calcoliamo I'’equazione del piano p, passante per s ed ortogonale a p; :

d(Q,r) =d(Q,pr) =

M —2y—32)+puy+2—1)=0= Xz + 2u—2\N)y+ (u—3\)z —pu=0;
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condizione di ortogonalita con p; :
(A, 20— 2X\, w—3A) - (1,—2,—3) = 0 = 14\ — Tu = 0.
Una soluzionee A=1e =2 Quindip, : v +2y — 2z — 2 = 0.

4O, 5) = d(Q.p.) [(2b + 3¢) \—;gb—c—m _ ]4b+5g—2\

Eguagliando le due distanze, otteniamo le equazioni degli assi di simmetria

r—2y—32=0 r—2y—32=0 r—2y—32=0
|Ty+14z| _ [4y422—2] = Q1 Ty+14z _ 4y+2z—2 , A2 Ty+14z _ 4y4+2z—2

V21 V6 V21 V6 Vver V6

4) Imponiamo a ¢ il passaggio per A(2,1,0) :

A2+0)2+0-1)+pu=0=2\+pu=0.

Una soluzione e A = 1, u = —2. Quindi
r—2y—32=0 r—2y—32=0 N
12y +32+2)2y+2—1)—2=0 2y +42)2y+2-1)—2=0

N r—2y—32=0 N r—2y—32=0
N w+2:)2y+2-1)—1=0 "7\ (y+2:)Qy+2)—y—2:—1=0 "

La quadrica @ : (v + 22)(2y + z) —y — 22 — 1 = 0 & un cilindro iperbolico, contenente ~, di
vertice X, (1,0,0,0). Sommiamo all’equazione di )y un multiplo dell’equazione di p; :

Q: (Y+22)2y+2)—y—2z—1+2(x—2y—32)=0.

Q@ contiene v ed ha la conica all'infinito riducibile. Vediamo se non & degenere.
= det B # 0,

quindi () & un paraboloide iperbolico contenente ~.



