4. La misura di Lebesgue.

Nel Capitolo 2, dedicato all’esposizione della teoria della misura secondo Peano-
Jordan, abbiamo anche evidenziato (Esempio 2.3.1 e Osservazione 2.3.1) alcuni limiti della
teoria stessa, precisamente:

a) non tutti i sottoinsiemi di R” sono misurabili secondo Peano-Jordan;

b) la famiglia dei sottoinsiemi di R" misurabili secondo Peano-Jordan non & chiusa
rispetto all’operazione di unione numerabile

(osserviamo che, naturalmente, il fatto a) ¢ una conseguenza di b)).

In questo capitolo presentiamo un’altra teoria della misura per i sottoinsiemi di R”
— quella secondo Lebesgue — la quale, come vedremo, costituisce un effettivo “prolun-
gamento” della precedente teoria (ogni insieme misurabile secondo Peano-Jordan risulta
misurabile anche secondo Lebesgue e conserva la stessa misura, mentre vi sono insiemi
misurabili secondo Lebesgue che non lo sono secondo Peano-Jordan) e non presenta piu
I'inconveniente lamentato nel punto b). Infatti, nell’ambito della teoria della misura secon-
do Lebesgue & vero che, data una qualsiasi successione {E,} di sottoinsiemi misurabili di
R", la loro unione U, F,, & ancora un insieme misurabile; inoltre, se gli insiemi E,, sono
a due a due disgiunti, la misura dell’unione e uguale alla somma della serie delle misure
dei singoli insiemi E,, (proprieta di “o-additivita” della misura).

Per quanto riguarda l'inconveniente a) vedremo invece piu avanti (Capitolo 10) che
neanche con la nuova teoria si riesce ad eliminarlo. Tuttavia, nella medesima occasione,
avremo modo di renderci conto che il suddetto inconveniente €, in un certo senso, neces-
sario. Infatti lo stesso ragionamento che garantisce l'esistenza di insiemi non misurabili
secondo Lebesgue mostra anche 'impossibilita di avere una misura definita per tutti i sot-
toinsiemi di R” la quale soddisfi, oltre ai due requisiti, abbastanza naturali, di prolungare
la misura elementare (la misura di ogni plurintervallo coincide con la sua misura elementa-
re) e di essere “invariante per traslazioni” (tutti gli insiemi che si ottengono da un insieme
misurabile mediante una traslazione sono misurabili ed hanno la stessa misura dell’insieme
di partenza), anche quello di essere o-additiva. Si potrebbe poi discutere sul fatto che la
proprieta di o-additivita (anziché la semplice finita additivita) sia un requisito pitt o meno
naturale, ma questa ¢ una questione filosofica nella quale preferiamo non addentrarci. Ci
limitiamo ad osservare soltanto che, con la proprieta di o-additivita, si ottiene una teoria
piu ricca di risultati e pertanto piti potente.

Anche la teoria della misura secondo Lebesgue, cosi come quella secondo Peano-
Jordan, si sviluppa per gradi. I “capisaldi” della teoria sono:

— la misura dei plurintervalli, che si assume per definizione uguale alla misura ele-
mentare;

— la misura degli insiemi aperti e limitati (un insieme aperto e limitato € misurabile
per definizione e la sua misura e uguale all’estremo superiore dell’insieme delle misure dei
plurintervalli in esso contenuti);



— la misura degli insiemi chiusi e limitati (un insieme chiuso e limitato & misurabile
per definizione e la sua misura e uguale all’estremo inferiore dell’insieme delle misure degli
aperti e limitati che lo contengono);

— la [misurabilitd e la] misura degli insiemi limitati (un insieme limitato E C R"
si dice misurabile se I'insieme numerico delle misure dei chiusi e limitati contenuti in F
e quello delle misure degli aperti e limitati contenenti F sono contigui; in questo caso la
misura di E ¢ elemento di separazione dei suddetti insiemi numerici);

— la [misurabilitd e la] misura dei sottoinsiemi di R” in generale (un insieme £ C R"
si dice misurabile se sono misurabili tutti gli insiemi limitati £ N I, che si ottengono
intersecando E con un intervallo chiuso I; in questo caso la misura di E e l'estremo
superiore dell’insieme che ha come elementi tutte le misure degli insiemi £ N I).

Naturalmente, tutte le volte che, passando da un caposaldo ad un altro, si prenderanno
in esame nella nuova definizione insiemi che sono gia stati considerati in precedenza, si
dovra verificare la coerenza tra la nuova definizione (di [misurabilita e di] misura) e la
definizione precedente.

Notazione. La misura secondo Lebesgue di un insieme F C R” verra indicata con il
simbolo m(F) oppure (soprattutto nei capitoli successivi) con mp(E), quando si vorra
evidenziare la dimensione dello spazio “ambiente” R”.

4.1. La misura secondo Lebesgue degli insiemi aperti e limitati.

Abbiamo gia detto che il punto di partenza della teoria della misura secondo Lebesgue
e la misura dei plurintervalli, uguale per definizione alla misura elementare.

Definizione 4.1.1. (Misura secondo Lebesgue dei plurintervalli). Ogni plurintervallo
IT € Py, € misurabile secondo Lebesgue e la misura secondo Lebesgue m(II) di II & uguale
alla sua misura elementare mis, (II).

Passiamo ora ad occuparci della misura degli insiemi aperti e limitati.
Denotiamo con A} la famiglia dei sottoinsiemi aperti e limitati di R".
Sia A € Aj. Osserviamo che:

— esistono certamente plurintervalli IT contenuti in A; infatti, in ogni caso, vi ¢ IT = ();
inoltre, se A # (), allora vi sono intervalli non degeneri contenuti in A (1);

— poiché A e limitato, esiste almeno un intervallo J € Z; contenente A; pertanto
I'insieme numerico

{m(I) : e P,, I1C A}

¢ limitato superiormente (in R); infatti, per il Teorema 2.2.2, b), il numero m(J) & un
maggiorante di tale insieme.

(0]
(1) infatti, dato che A = A, siamo sicuri che per ogni x € A esiste un intervallo non degenere
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Definizione 4.1.2. (Misura secondo Lebesgue degli insiemi aperti e limitatii). Ogni in-
sieme A € Aj e misurabile secondo Lebesgue e la sua misura secondo Lebesgue m(A) e
uguale all’estremo superiore dell’insieme delle misure dei plurintervalli IT contenuti in A:

m(A) = sup{m(Il) : TeP,,I1C A} .

L’osservazione seguente puo sembrare eccessivamente pignola, ma € necessaria per uno
sviluppo rigoroso della teoria.

Osservazione 4.1.1. (Coerenza). Osserviamo che l'insieme vuoto & 1'unico insieme che
appartiene sia alla famiglia P}, che alla famiglia A} e che la misura dell’insieme vuoto e
zero sia secondo la Definizione 4.1.2 che secondo la Definizione 4.1.1.

Dalla Definizione 4.1.2 segue subito che, se A € Aj, allora m(A) ¢ un numero reale
non negativo e risulta m(A) = 0 solo nel caso in cui A = ().
Si ha inoltre, ovviamente, la seguente proposizione

Proposizione 4.1.1. Sia A € Aj. Se A é misurabile secondo Peano-Jordan, allora

mis(4) = m(A) .

Mostreremo pit avanti (Esempio 4.1.1) che esistono insiemi A € A} che non sono
misurabili secondo Peano-Jordan.

Teorema 4.1.1. (Proprieta della misura secondo Lebesgue degli insiemi aperti e limitati).
La misura secondo Lebesque degli insiemi aperti e limitati gode delle sequenti proprieta.

a) (Monotonia). Se A, Ay € A} sono tali che Ay C As, allora

b) (Continuita verso l'alto). Sia {A,} una successione di insiemi di Aj tale che

A, T A. Supponiamo che l'insieme A, oltre che aperto, sia anche limitato, cioe A € Aj, .
Allora
lim m(A,) = m(A) .

c) Sia A € A; e sia {II,,} una successione di plurintervalli di R" invadente A. Allora

lim m(Il,,) = m(A) .

n—oo

d) (Modularita). Siano A, Ay € A;. Allora
m(A1 U AQ) + Hl(Al N Az) = m(Al) + m(A2>

(osserviamo che ha senso calcolare le misure m(A; U As) e m(A; N Az) poiché gli insiemi
Ay UAy e Ay N Ay appartengono a Aj).



e) (Finita sub-additivita). Siano Ay, Az € Aj. Allora
m(A; UAs) < m(4;)+m(Aq) .

f) (Finita additivita). Siano Ay, Ay € A} insiemi disgiunti. Allora
m(A; UAs) = m(A;1) +m(A4s) .

g) (Numerabile sub-additivita). Sia {A,} una successione di insiemi appartenenti a
Ay . Supponiamo che l'unione U721 A, sia un insieme limitato, dunque U2 A, € Aj.

Allora - -
m( L_J An> < Zm(An) :

n=1

Dimostrazione. a) Segue dal fatto che 'insieme numerico {m(II) : Il € P, , 11 C A;} ¢
contenuto in {m(II) : II € P, IT C A }.

b) Da a) segue che la successione {m(A4,)} & non decrescente e che

supm(A4,) < m(A4).
neN

Basta allora provare che

m(A) < supm(A,) .
neN

Sia € > 0. Per la definizione di m(A) e per le proprieta dell’estremo superiore esiste
ITePy, IC A, tale che m(A) —e < m(II). D’altra parte la successione {A,} invade A
(Teorema 3.2.1), quindi esiste @ € N tale che IT C Agz. Si ha allora, per la definizione di
m(Aﬁ)7

Per 'arbitrarieta di ¢ > 0 risulta m(A) < sup,,cym(4,).

c¢) Per il Teorema 2.2.2, b) e per la definizione di m(A), si ha che {m(Il,)} & una
successione non decrescente e che sup,, .y m(Il,,) < m(A). Basta allora provare che m(A) <
sup,,cy m(II,) . Cio si ottiene ragionando esattamente come per b).

d) Siano (Teorema 3.4.1) {II’,}, {II”’} due succesioni di plurintervalli di R” tali che

I, CI,,, CA , Il CIL,, C A

per ogni n € N e inoltre
Hr/nTAl ) H;:TA27

sicché (Osservazione 3.4.1) {II,} e {II'} invadono, rispettivamente, A; e As. Per il Teo-
rema 2.2.2, ¢), per ogni n € N si ha

m(IT, UTTL)) + m(IT, N1I))) = m(IT,) + m(IT)) .
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Inoltre (cfr. I’Osservazione 3.2.1) le due successioni di plurintervalli {II/ UTI/'} | {II/ NII}
invadono, rispettivamente, A; U Ay (%) e A; N Ay. Allora, passando al limite per n — oo
nella precedente uguaglianza, si ottiene, per la proprieta c),

m(A1 U Ag) + Hl(Al N AQ) = m(Al) + m(Ag) .

e) e f) sono ovvie conseguenze di d).

g) Poniamo, per ognin € N, B, = A;U...UA, . Sihaallora B,, € A} per ognin € N
e B, T U2, A, , quindi, per la proprieta b), lim, . m(B,,) = m(U;2, A,) . D’altra parte,

n=1
per la proprieta e) (cfr. anche la successiva Osservazione 4.1.2), per ogni n € N risulta

m(B,) < m(A;)+...+m(4,),
da cui, passando al limite per n — oo, ’asserto.
Osservazione 4.1.2. Le proprieta e) e f) si estendono subito, ragionando per induzione,

al caso di un qualsiasi numero finito di insiemi aperti e limitati. Valgono quindi le seguenti
proprieta.

e') Siano Ai,..., A, € A}. Allora

m(AU...UA,) < m(4;) + ... + m(4,) .

f') Siano A, ..., A, € A} insiemi a due a due disgiunti. Allora

m(A,U...UA,) = m(4;) + ... + m(4,) .

o

Proposizione 4.1.2. Sia Il € P},. Allora m(II) = m(II).

Dimostrazione. Infatti, il Teorema 2.2.2, b) e la Proposizione 2.2.5 implicano che

sup{m(S) : SEPh,SQﬁ}:m(H).

Esempio 4.1.1. (Un insieme aperto e limitato non misurabile secondo Peano-Jordan).
Fissato un insieme B € A; , B # () (quindi m(B) > 0), consideriamo l'insieme numerabile
M = BN Q" e supponiamo che n — =z, sia una bigezione tra N e M. Fissiamo poi
un qualunque numero ¢ tale che 0 < ¢ < m(B) e, per ogni n € N, scegliamo, come &
certamente possibile, un intervallo A,, € Z;, tale che

Th€An » A C B, m(A,) = m(A,) < 27"

1

o) [¢]
(2) La successione {H;l UIl n} invade A1 U Az; ne segue che anche {H;L U H;{} invade A1 UAs.
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Consideriamo l'insieme A definito nel seguente modo:
> o
A= {JAn.
n=1

L’insieme A & aperto (& unione di aperti) e limitato (¢ contenuto in B). Per il Teorema
4.1.1, g) la sua misura m(A) verifica la disuguaglianza

m(A) < im(ﬁn) < igz—n = c.
n=1 n=1

Proviamo che A non e misurabile secondo Peano-Jordan. Infatti, mentre, da una
parte, si ha

sup{mis(IT) : T € P, ,IIC A} = m(4) < ¢ < m(B),
facciamo vedere subito che, d’altra parte, risulta
(4.1.1) inf{mis.(II") : II' e P, , II' D A} > m(B) .
Osserviamo a tale scopo che, per la definizione di m(B), per ogni o > 0 esiste un plurin-
tervallo S C B tale che m(S) > m(B) — o. Allora, tenendo presente che, per la densita di
Q" in R", ¢ M D B, per ogni plurintervallo II' D A risulta

nm =1 2>AD>MD>DBDS

e quindi
m(Il') > m(S) > m(B) —o,

dunque
inf{mis,(IT") : ' € Py, II' 2 A} > m(B) —o ,

da cui, per I'arbitrarieta di o > 0, segue la (4.1.1).

La successiva Proposizione 4.1.3 sara utile per una questione di coerenza che si porra
piu avanti.

Proposizione 4.1.3. Sia II € Py, . Allora

(4.1.2) m(Il) = inf{m(A) : A€ A7, ADII} .

Dimostrazione. Per la Definizione 4.1.2 si ha che m(II) ¢ un minorante dell’insieme nu-
merico {m(A) : A € A7, A D II} . D’altra parte, per la Proposizione 2.2.5, per ogni

6



e > 0 esiste R € Py, tale che II C Re m(R) < m(II) + €. Per la Proposizione 4.1.2 si ha
m( ]O%) = m(R), quindi abbiamo trovato un insieme A € A} (A = ]o%) tale che

m(A) < m(Il) +¢ ;

possiamo allora concludere che vale la (4.1.2).

4.2. La misura secondo Lebesgue degli insiemi chiusi e limitati.

Denotiamo con C; la famiglia dei sottoinsiemi chiusi e limitati di R".
E ovvio che, se C' € C;, esistono insiemi A € A} tali che A D C.

Definizione 4.2.1. (Misura secondo Lebesgue degli insiemi chiusi e limitati). Ogni insieme
C € C; & misurabile secondo Lebesgue e la sua misura secondo Lebesgue m(C') ¢ il numero
reale non negativo definito nel modo seguente:

m(C) € imf{m(4) : Ae A, ADCY.

Osservazione 4.2.1. (Coerenza). La famiglia P, dei plurintervalli di R® & contenuta
nella famiglia C;. La Proposizione 4.1.3 assicura che la Definizione 4.2.1 ¢ coerente con la
precedente definizione di misura secondo Lebesgue dei plurintervalli (Definizione 4.1.1).

Teorema 4.2.1. (Proprieta della misura secondo Lebesgue degli insiemi chiusi e limitati).
La misura secondo Lebesque degli insiemi chiusi e limitati gode delle sequenti proprieta.

a) (Monotonia). Siano Cy,Cs € C;; tali che C; C Cy. Allora

b) Sia C € C};. Allora
(4.2.1) m(C) = inf{m(Il") : ' eP,, ' DC}.
c) Sia A € Aj . Allora

(4.2.2) m(A) = sup{m(C) : C€C;,C C A}.

d) Siano A € Ay, 11 € Py, tali che ADII. Allora

m(A\I) = m(4) -m(m . ()

(3)  Le misure m(A \ II) e m(A \ C) che figurano nelle proprieta d) e e) hanno significato in
quanto gli insiemi A\ IT e A\ C sono aperti e limitati.
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e) Siano A€ Ay, C € C; tali che AD C. Allora

m(A\C) = m(4) -m(C) . ()

f) (Modularita). Siano Ci,Cy € Cj;. Allora

m(C’l U 02) + Hl(Cl N Cg) = m(C’l) + m(C’z) .

g) (Finita sub-additivita). Siano Cq,Cs € C;. Allora

m(Cl @) CQ) < m(Cl) + m(CQ) .
h) (Finita additivita). Siano C1,Cy € C; tali che CrNCy = 0. Allora
m(C’l U CQ) = m(C’l) + m(CQ) .

Dimostrazione. a) Segue dal fatto che I'insieme numerico {m(A4) : A € C;;, A D Cs} ¢
contenuto nell’insieme numerico {m(A4) : A€ C;;, AD Cq}.

b) Dalla proprieta a) segue che il numero m(C') ¢ un minorante dell’insieme numerico

{m(II') : II" € Py, I O C}, quindi
m(C) < inf{m(l') : ' eP,, ' D2C}.
D’altra parte, per la definizione di m(C'), per ogni € > 0 esiste un insieme A € C} tale che

A D Cem(A) <m(C)+e¢; peril Lemma 3.4.1 esiste anche IT* € P}, tale che C CITI* C A;
si ha allora

inf{m(Il") : ' € P, II' 2 C} < m(Il*) < m(4) <m(C)+e
e conseguentemente, per 'arbitrarieta di € > 0,
inf{m(Il") : ' eP,, ' 2C} < m(C).

Pertanto vale la (4.2.1).

c¢) Per la Definizione 4.2.1 il numero m(A) & un maggiorante dell’insieme numerico

{m(C) : C eC}, C C A}, quindi
sup{m(C) : CeC;,C C A} <m(A).
D’altra parte, essendo
{m(@) : Te Py, MC A} C {m(C): CeC;,CCA},
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si ha pure
m(A) = sup{m(Il) : I eP,, I C A} <sup {m(C):CeC(,,CCA},

dunque vale la (4.2.2).

d) Sia R un qualunque plurintervallo contenuto in A \ II. Allora RUII € P} e
RUII C A, quindi

(4.2.3) m(RUII) < m(A4).
Per il Teorema 2.2.2; a) si ha
m(RUII) = m(R)+ m(II) ,

quindi la (4.2.3) si scrive
m(R) < m(A) —m(II) .

Per larbitrarieta di R € Py, tale che R C A\ II si ha, per la definizione di m(A \ II),
m(A\II) < m(A) —m(II) .

Dimostriamo che vale anche la disuguaglianza contraria. Sia A’ € A} tale che A’ D II.
Per il Teorema 4.1.1, e) e a), si ha

m(A") +m(A\II) > m(A"U(A\II)) > m(A),
quindi
m(A’) > m(A) -m(A\II) ,
da cui, per 'arbitrarieta di A’ € A} tale che A’ D II e la Definizione 4.2.1, si ricava
m(Il) > m(A) —m(A\),
cioe
m(A\II) > m(A) —m(II) .
Cio completa la dimostrazione della proprieta d).

e) Per ogni n € N fissiamo, come & possibile per la definizione di m(C'), un insieme
Al € A; tale che

1
A DC , m(A) < m(C’)—i—E
e consideriamo l'insieme

4, = and,n{zer" d(g;,c)<l};

n
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tale insieme ¢ aperto (si tenga presente il Corollario 3.3.2) e limitato (¢ contenuto in A);

si ha inoltre
C C A, C A,

quindi
m(C) < m(A,) < m(AL) < m(C) + % ;

passando al limite per n — oo nella precedente catena di disuguaglianze si ottiene

lim m(A,)=m(C) .

n—oo

Si ha inoltre
o
ﬂ An =C ;
n=1

infatti ¢, per ogni n € N,

C C A, C {xeRh:d(x,C)<%}

e quindi, essendo C' chiuso,
o0 oo 1
C C A, C reR"  d(z,0)< -} ={zeR" . d(z,0)=0p = C .
Nane N 2 =1 }

Fissato poi, per ogni n € N, un plurintervallo IT/, tale che
C CI, C 4,
(cio che e possibile per il Lemma 3.4.1) & facile verificare che si ha ancora

lim m(IT),) = m(C)

n—oo

N, =c.
n=1
Infine poniamo, per ogni n € N,
I, = IIn...NIt, .
Poiché
c ciI, CcI1r Vn e N,

per la successione {IL,,} si ha ancora

lim m(II,,) = m(C)

n—oo
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n=1

Inoltre, la successione {II,,} & non decrescente, per cui possiamo affermare che
I, | C.

Ne segue facilmente che

ANIL, TANC,

da cui, per il Teorema 4.1.1, b),

lim m(A\II,) = m(A\C).

Per la proprieta d) si ha, per ogni n € N,
m(A\IL,) = m(A4) —m(II,) .

Passando al limite per n — oo nella precedente uguaglianza si ottiene la tesi.

f) Sia A € A tale che A O Cy UCy. Per il Teorema 4.1.1, d), si ha

m(A\ C1) +m(A\ Cy) = m((A\C1) U(A\ o)) +m((A\Cr)N (AN Cy)) =

m((A\ (C1 N Ce)) +m((A\ (CLUCy)),
vale a dire, per la proprieta e),
2m(A) —m(Cy) —m(C3) = 2m(A) — m(C; UCy) —m(Cy NCy) ,

da cui I’asserto.
g) e h) seguono immediatamente da f).
Osservazione 4.2.2. Ragionando per induzione si ha che le proprieta g) e h) continuano

a sussistere nel caso di un qualunque numero finito di insiemi chiusi e limitati. Valgono
quindi le seguenti proprieta.

g') Siano Cy,...,Cy € C;. Allora

m(ClU...UCk) < m(01)+...+m(0k).

h') Siano Ci,...,Cy € C}; insiemi a due a due disgiunti. Allora
m(C1U...UCg) = m(Cy)+...+m(Cy) .
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Dal precedente teorema, proprieta b), segue immediatamente la

Proposizione 4.2.1. Sia C € C;,. Se C' ¢ misurabile secondo Peano-Jordan, allora

mis(C) = m(C) .

Esempio 4.2.1. (Un insieme chiuso e limitato non misurabile secondo Peano-Jordan).
Sia A un insieme aperto limitato non misurabile secondo Peano-Jordan (Esempio 4.1.1) e
sia D un insieme chiuso e limitato, misurabile secondo Peano-Jordan (ad es. D € P},), tale
che D D A. L’insieme D \ A & chiuso e limitato e non ¢ misurabile secondo Peano-Jordan
perche altrimenti, essendo A = D \ C, per il Teorema 2.3.1 anche 'insieme A risulterebbe
misurabile secondo Peano-Jordan.

4.3. La misura secondo Lebesgue degli insiemi limitati.

Sia E C R" un insieme limitato. E ovvio che esistono sia insiemi chiusi [e limitati] C
contenuti in F che insiemi aperti e limitati A contenenti E. Inoltre, gli insiemi numerici
ottenuti considerando le misure secondo Lebesgue degli insiemi suddetti, cioe gli insiemi
numerici

(4.3.1) {m(C): CeC;,CCE} | {m(A) : Aec A}, AD E},
sono separati; cio segue subito dalla definizione di misura di un insieme chiuso e limitato.

Definizione 4.3.1. (Misurabilita e misura secondo Lebesgque di un insieme limitato). Sia
E C R" un insieme limitato. Si dice che I'insieme E & misurabile secondo Lebesgue se gli
insiemi numerici (4.3.1), oltre che separati, sono anche contigui; in questo caso si chiama
misura secondo Lebesgue di E il numero reale non negativo

m(E) = sup{m(C) : CeC;,CCFE} = inf{m(A) : Ac A;,, ADE}.

Osservazione 4.3.1. (Coerenza). Osserviamo che, per il Teorema 4.1.1, a) ed il Teo-
rema 4.2.1, c¢), se I'insieme E appartiene a Ay, allora E ¢ misurabile secondo Lebesgue
anche nel senso della Definizione 4.3.1 e la misura secondo Lebesgue di E nel senso del-
la Definizione 4.3.1 coincide con la misura secondo Lebesgue di F cosi come definita in
precedenza (Definizione 4.1.2). Pertanto la Definizione 4.3.1 € coerente con la Definizione
4.1.2. Analogamente, per il Teorema 4.2.1, a) e la Definizione 4.2.1, si ha che, se l'insieme
E appartiene a Cj, allora E/ ¢ misurabile secondo Lebesgue anche nel senso della Defini-
zione 4.3.1 e la misura secondo Lebesgue di E nel senso della Definizione 4.3.1 coincide
con la misura secondo Lebesgue di E definita in precedenza (Definizione 4.2.1). Pertanto
la Definizione 4.3.1 € coerente anche con la Definizione 4.2.1.
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La proposizione successiva e insita nella Definizione 4.3.1. E utile pero enunciarla
esplicitamente in quanto sara utilizzata di frequente.

Proposizione 4.3.1. Un insieme limitato E C R"™ ¢ misurabile secondo Lebesgue se e
solo se per ogni € > 0 esistono un insieme A € A} ed un insieme C € C; tali che

CCFECA , mA-mlC) < €.
Confrontiamo la nozione di misurabilita secondo Lebesgue con quella secondo Peano-
Jordan.

Proposizione 4.3.2. Sia E C R"™ un insieme limitato. Allora

sup{m(II) : [T € P, , I C E}
< inf{m(A) : Ac A}, ADE}

sup{m(C) : Ce€C;,CCE} <

<
< inf{m(M') : W' eP,, ' DE}.

Dimostrazione. Le prime due disuguaglianze sono ovvie. Dimostriamo 'ultima. Fissati un
qualunque II' € P), tale che II' O E ed un qualunque numero ¢ > 0, per la Proposizione
4.1.3 esiste B € A}, B D II', tale che m(B) < m(Il') + . Ne segue che

inf{m(A) : Ae A}, ADFE} < m(B) < m(I') +¢
e quindi, per 'arbitrarieta di ¢ > 0,
inf{m(A4) : Ae A}, ADFE} < m(Il').
Poiche TT" ¢ un qualsiasi plurintervallo contenente F si ha ’asserto.
Dalla Proposizione 4.3.2 discende immediatamente il

Teorema 4.3.1. Sia E C R" un insieme limitato. Se E ¢ misurabile secondo Peano-
Jordan, allora E é misurabile secondo Lebesgue e

m(E) = mis(E) .

Sono gia noti esempi di insiemi limitati misurabili secondo Lebesgue ma non secondo
Peano-Jordan (Esempi 4.1.1 e 4.2.1). Un altro esempio ¢ il seguente.

Esempio 4.3.1. (Un insieme limitato E C R" | né aperto né chiuso, misurabile secondo
Lebesgue ma non secondo Peano-Jordan). Sia B € A}, B # () e sia M = BN Q". Poiché

R" \ Q" & denso in R", si ha M= 0, quindi M 7E_M,£pertant()_M non e aperto; inoltre,
dato che Q" & denso in R”, & facile verificare che M = B, quindi M # M (I'insieme M = B

o)
ha punti interni, mentre B # ()), e pertanto M non & neanche chiuso.
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Poiché M = 0, si ha
sup{m(Il) : e Py, IC M} = 0.
D’altra parte, dato che per ogni plurintervallo II" sussiste ’equivalenza
I'>M < II' DB,
si ha, tenuto conto del Teorema 4.2.1, b),
inf{m(II') : II' € P, , I' D M} = inf{m() : II' € P, , II' D M} = m(M) ;

inoltre, dato che M contiene intervalli chiusi non degeneri, per il Teorema 4.2.1, a) siamo

sicuri che m(M) > 0. Conseguentemente M non ¢ misurabile secondo Peano-Jordan.
Invece, grazie all’Esempio 4.1.1, si ha che per ogni € > 0 esiste A € A;, A DO M, tale
che m(A) < e. Ne segue che
inf{m(A) : Aec A, ADM} =0

e pertanto M ¢ misurabile secondo Lebesgue e m(M) = 0.

Passiamo adesso ad occuparci delle proprieta della misura secondo Lebesgue degli
insiemi limitati.

Denotiamo con L£; la famiglia degli insiemi limitati £ C R" che sono misurabili
secondo Lebesgue.

Proposizione 4.3.3. (Monotonia ). Siano Ey, Ey € L}, tali che Ey C Ey. Allora

Dimostrazione. Segue dal fatto che I'insieme numerico {m(C) : C € C;,C C E;} ¢
contenuto in {m(C) : C €C;;, C C Ey}.

Teorema 4.3.2. (Misurabilita di £ U Es, E7 N Es e proprieta di finita additivita della
misura di Lebesgue). Siano E1, Ey € L5 . Allora anche gli insiemi

appartengono a Lj .
Inoltre, se E1 N Ey = 0, risulta

m(E1 U EQ) = m(El) + m(Eg)
(proprieta di finita additivita).
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Dimostrazione. Per ipotesi, per ogni € > 0 esistono C1,C € C; e Ay, Ay € Aj tali che

C; CE; CA; 1=1,2.

E facile verificare che valgono le seguenti inclusioni insiemistiche:

(432) (Al U Ag) \ (Cl U CQ) - (Al \Cl) U (AQ \ CQ) ,

(4.3.3) (A1NA)\(C1NCa) C (A1 \Cr)U(A2\C2) .

Si ha inoltre, per la misura dell’insieme che figura al secondo membro, la seguente mag-
giorazione:

(4.3.4) m( (A1 \ C1) U (As \ (12)) < (Teorema 4.1.1, e))
< m(A4;\C1) +m(Az\ Cy) = (Teorema 4.2.1, €))
m(A;) — m(Cy) + m(Az) — (02)<§+§=5.

Posto C = Cy Uy, A = A1 U As, si ha, ovviamente,
CEC; 5 AGA; ) C'QElUEQQA,
inoltre

m(A) —m(C) = (Teorema 4.2.1, e))
= m(A\C) < ((4.3.2) e Teorema 4.1.1, a))

<m((4\ 1)U (43 ()

e quindi, per la (4.3.4),
m(A) —m(C) < ¢.

Per I'arbitrarieta di € > 0 se ne conclude che E; U Ey € L} .
Analogamente, posto C' = C; NCy, A’ = A1 N A, si ha

C'EC}"L , A'EAZ , CCCENE,CA
inoltre

m(A") —m(C") = (Teorema 4.2.1, e))
= m(A'\C') < ((4.3.3) e Teorema 4.1.1, a))

<m((4\ 1) U (43 ()
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e quindi, per la (4.3.4),
m(A) —m(C') < €.

Poiché € > 0 ¢ arbitrario, si ha Fy N Ey € L.
Supponiamo adesso che E1 N Ey = (). Per la definizione di m(FE;), i = 1,2, si ha
m(C;) <m(E;) < m(4;) , 1=1,2,
quindi
(4.3.5) m(C1) + m(Cy) <m(E7) + m(E2) <m(A;) +m(Asg) ;
d’altra parte, per la definizione di m(E; U E5), si ha pure

(4.3.6) m(C1) +m(Cy) = (Teorema 4.2.1, h))
=m(Cy UCy) <m(E; UE;) <m(A4; UAy) < (Teorema 4.1.1, €))
S m Al) -+ HI(AQ) 3
da (4.3.5), (4.3.6) e dalle disuguaglianze m(4;) — m(C;) < 5, i = 1,2, segue

m(El) + IIl(EQ) - m(E1 U Eg) <

< m(4;) +m(A2) —m(Cy) —m(Cy) < ¢
e quindi, per 'arbitrarieta di € > 0,

m(E1UE2) = m(El) + m(Ez) .

Osservazione 4.3.2. Ragionando per induzione si ottiene che le proprieta espresse dal
precedente Teorema 4.3.2 continuano a valere per un qualunque numero finito di insiemi
limitati e misurabili. Vale quindi il seguente teorema.

Teorema 4.3.2'. Siano E,...,E, € L. Allora anche gli insiemi
EFiU...UEL , Ein...NEg
appartengono a Lj . Inoltre, se gli insiemi Eq, ..., Ey sono a due a due disgiunti, risulta

Lemma 4.3.1. Siano Ey, Ey € L} tali che E; C Ey e inoltre E1 \ E2 € L. Allora
Hl(El \ Eg) = IIl(E1> — IIl(EQ) .
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Dimostrazione. Poiche Ey = Eo U (Ey \ E2) e E; N (Ey \ Eg) = (), per il Teorema 4.3.2 si
ha
m(Er) = m(E2) +m(Ey \ E2) ;

ne segue la tesi.

Lemma 4.3.2. Siano E € £, 1 €T, tali che EC I. Allora I\ E € L}.

Dimostrazione. Fissato ad arbitrio un numero € > 0, facciamo vedere che esistono C* € Cj,,

A* € A tali che
C* CI\E C A" |, m(A")—m(C") < ¢.
Per la misurabilita di E esistono C € C};, A" € A} tali che

CCECA , mA)-m) <

posto A= AN f, si ha ancora A € A}, E C A e inoltre, per il Teorema 4.1.1, a),

m(A) — m(C) < m(4") — m(C) <

| ™

Osserviamo che da C C E C A segue
INA CI\E CI\C.

L’insieme C* = I \ A & chiuso e limitato e, per il Lemma 4.3.1, si ha
m(C*) = m(J) —m(A) .

L’insieme I \ C' ¢ misurabile secondo Lebesgue; infatti, dato che C C E C I , si ha
I\NC = (DU (I\C)

e quindi, dato che

orec; C £, , I\Ced C L},

per il Teorema 4.3.2 si ha I\ C € L;. Inoltre, per il Lemma 4.3.1, si ha pure
m(/\C) = m(I) — m(C)
e, per la definizione di m(I \ C), esiste A* € Ay, A* D I\ C, tale che

m(A*) <m(l) —m(C) +

N ™
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In definitiva abbiamo trovato due insiemi C* € Cj;, A* € A;j tali che
crCI\CcCaA
e inoltre

m(A*) —m(C*) < m(I) —m(C) + g —m(l) +m(4) <

| ™
| ™

Teorema 4.3.3. (Misurabilita di E; \ Ez). Siano E1, Ey € L. Allora E1 \ Ey € L.

Dimostrazione. Sia I € I;, tale che Io D F;. Siha
Ei1\E;=E1\(E1NEy)=FE NI\ (E1NEy)) .

Per il Teorema 4.3.2 si ha £} N Ey € L5, quindi, per il Lemma 4.3.2, I\ (E; N Ey) € L} ;
pertanto, ancora per il Teorema 4.3.2, Ey \ Ey € Lj.

Dal Teorema 4.3.3 e dal Lemma 4.3.1 segue ovviamente il

Corollario 4.3.1. (Proprieta di sottrativita della misura di Lebesgue). Siano Ei, Es € L},
tali che E5 C Ey. Allora

Hl(El \ Eg) = m(E1> — m(EQ) .

Teorema 4.3.4. (Proprieta di o-additivita della misura di Lebesgue). Sia {E,} una
successione di insiemi appartenenti a L, a due a due disgiunti. Supponiamo che l'insieme
E = U2 E, sia limitato. Allora E € L} e inoltre

(4.3.7) m(E) = Y m(E,) .

Dimostrazione. Sia € > 0. Per ogni n € N, poiché E,, € L}, esistono A/, € A}, C,, € C}
tali che
C,CE, CA, , m4)-m(C,) < e27".

Fissiamo un insieme B € A} in modo che £ C B e poniamo, per ognin € N, 4, = A} NB;
si ha ancora A, € A}, E, C A,; inoltre (Teorema 4.1.1, a))

m(A4,) —m(C,) < m(4))—m(C,) < e27".

Poiché gli insiemi C7,Cs,... sono a due a due disgiunti, 1’Osservazione 4.2.2, h') e la
Definizione 4.2.1 implicano che, per ogni h € N, risulta

im(C’n) = m( Q Cp) < m(B),

n=1
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quindi la serie Y7, m(C,,) & convergente (in R); la stessa cosa pud allora dirsi della serie
>0 m(A,) che & maggiorata da >~ [m(C,) + 27 "], somma di due serie convergenti
(in R), e quindi anche della serie Y -, m(E,) che & maggiorata da Y -, m(4,). Per
quanto precedentememte osservato e dato che Y -, m(C,,) & maggiorata da Y -, m(E,,),
si ha che valgono le disuguaglianze

oo

(4.3.8) m(cn) < Zm(En) < Zm(An)v

n=1 n=1

> m(4,) < ) m(Cy)+e.

Dall’ultima disuguaglianza segue ancora che, se v € N ¢ sufficientemente grande, allora

(4.3.9) m(A,) < > m(C,)+e .
n=1 n=1
Poniamo - ,
A=J4a . c=JCn .
n=1 n=1

Poiche A C B, I'insieme A oltre che aperto ¢ anche limitato, cioe A € Aj; inoltre, ovvia-
mente, C € C; e C C E C A. Si ha ancora, per il Teorema 4.1.1, g), 'Osservazione 4.2.2,
h') e la (4.3.9)

cio che, per 'arbitrarieta di € > 0, prova la misurabilita di F.
Dimostriamo infine che vale la (4.3.7).
Per la definizione di m(FE) si ha

m(C) < m(E) < m(4),

quindi (Teorema 4.1.1, g) e Osservazione 4.2.2, h))

v

Zm(C’n) < m(E) < Zm(An) :

d’altra parte, ricordando la (4.3.8), si ha pure

v

Zm(C’n) < Zm(En) < Zm(An) ;

n=1 n=1 n=1

A
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ne segue

m(E) = YmE)| < Y mdn) — Y m(C)

quindi, per la (4.3.9),

<e,

w(B) — 3w,

cio che, per 'arbitrarieta di € > 0, completa la dimostrazione.

Teorema 4.3.5. (Misurabilita dell’'unione numerabile). Sia {E,} una successione di
insiemi appartenenti a L; . Supponiamo che linsieme E = U2 B, sia limitato. Allora
EcL;.

Dimostrazione. Poniamo Fy = Ej e, per ognin > 2, F, = E, \ (E1U...E,_1). E
facile verificare che gli insiemi della successione {F),} sono a due a due disgiunti e che
U F, = Us2 B, = E. Inoltre, per i Teoremi 4.3.2" e 4.3.3, si ha F,, € L} per ogni
n € N. Conseguentemente, per il Teorema 4.3.4, F € L;.

4.4. La misurabilita e la misura secondo Lebesgue in generale.

Per estendere le nozioni di misurabilita e di misura secondo Lebesgue dal caso de-
gli insiemi limitati al caso generale adottiamo il procedimento gia seguito per la misura
secondo Peano-Jordan: per decidere sulla misurabilita [e sulla misura] di un insieme E
si prendono in esame tutte le possibili intersezioni £ N I dell’insieme E con gli intervalli
chiusi I € 7, intersezioni che, essendo insiemi limitati, rientrano nell’ambito della teoria
precedentemente svolta.

Premettiamo alla definizione relativa al caso generale (Definizione 4.4.1) un facile
lemma, dal quale discendera la coerenza tra tale definizione e quella data in precedenza a
proposito degli insiemi limitati (Definizione 4.3.1).

Lemma 4.4.1. Sia E C R" un insieme limitato. Allora
Eel;, < Enlefl; VIeI,.
Inoltre, nel caso in cui I € L}, risulta

(4.4.1) m(E) = sup{m(ENI): €I} .
Dimostrazione. Infatti, se E' € L7, allora, per il Teorema 4.3.2, si ha FN1I € L} per ogni
I € 7). Viceversa, se ¢ vero che E NI € L; per ogni I € I, allora, scegliendo J € 7

tale che E¥ C J, si ottiene subito, essendo £ = E N J, che l'insieme F appartiene a L} .
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Inoltre, se E € Lj, allora ¢ facile convincersi, grazie alla Proposizione 4.3.3, che I'insieme
numerico {m(E N1I) : I € I} ha come estremo superiore, anzi come massimo, il numero

Definizione 4.4.1. (La misurabilita e la misura secondo Lebesgue in generale). Sia E un
qualunque sottoinsieme di R" (limitato o no). Si dice che I'insieme E & misurabile secondo
Lebesgue se per ogni intervallo chiuso I € Z; l'insieme limitato E N I risulta misurabile
secondo Lebesgue nel senso della Definizione 4.3.1; in questo caso si chiama misura secondo
Lebesgue di E I’estremo superiore (in R) dell’insieme formato dalle misure — nel senso della
Definizione 4.3.1 — delle intersezioni ENI, [ € Zy.

Osservazione 4.4.1. (Coerenza). Dal Lemma 4.4.1 segue immediatamente che, se E C R"
¢ un insieme limitato, allora F € misurabile secondo la Definizione 4.4.1 se e solo se lo e
secondo la Definizione 4.3.1; inoltre, nel caso in cui E risulti misurabile, la misura di F
secondo la Definizione 4.4.1 e quella secondo la Definizione 4.3.1 coincidono.

La Definizione 4.4.1 € dunque coerente con la precedente Definizione 4.3.1 relativa agli
insiemi limitati. D’ora in poi possiamo quindi omettere, senza rischio di ambiguita, ogni
ulteriore precisazione quando parliamo di misurabilita e di misura secondo Lebesgue di un
insieme limitato £ C R ed adoperiamo il simbolo m(E) per designare tale misura.

Osserviamo inoltre che la (4.4.1) vale adesso, per definizione, per un qualunque insieme
misurabile £ C R”, limitato o no.

Notazione. Denotiamo con £ la famiglia dei sottoinsiemi di R" che sono misurabili
secondo Lebesgue.

Confrontando le Definizioni 4.4.1 e 2.4.1 e tenendo presente il Teorema 4.3.1 si ha
subito il

Teorema 4.4.1. Sia E un sottoinsieme di R". Se E ¢é misurabile secondo Peano-Jordan,
allora E e misurabile anche secondo Lebesgue e risulta

m(FE) = mis(F) .

Un’altra immediata conseguenza della Definizione 4.4.1 ¢ la
Proposizione 4.4.1. Ogni sottoinsieme chiuso C' di R" ¢ misurabile secondo Lebesque.

Dimostrazione. Infatti, se C C R" & chiuso, tutte le intersezioni CNI, I € I, appartengono
a C; e quindi sono insiemi misurabili.

Occupiamoci adesso delle proprieta della famiglia £j,.
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Teorema 4.4.2. (Proprieta della famiglia £1,). La famiglia L;, dei sottoinsiemi di R"
misurabili secondo Lebesgue ha le sequenti proprieta.

a) Se E € Ly, allora R"\ E € Ly,.

b) Se {E,} ¢é una successione di insiemi appartenenti a Ly, allora anche 'unione
Use 1 By, apartiene a Ly,.

Dimostrazione. a) Se E € Ly, allora ENI € L} per ogni I € Tj; ne segue (Teorema 4.3.3)
che I'insieme (R"\ E)NI =TI\ (ENI) appartiene a L} per ogni I € Iy, ciot R"\ E € L.

b) Per ogni I € 7}, si ha
E.NIe/L; Vn €N

e pertanto (Teorema 4.3.5)

(GEn)ml - G(Enﬂl) e Lr,

n=1

dunque

UE” e Ly .

n=1

Come vedremo nel capitolo successivo, le proprieta a) e b) del precedente teorema,
unitamente alla ovvia circostanza che R" € L}, si esprimono, nel linguaggio della teoria
astratta della misura, con una sola locuzione dicendo che “la famiglia £; € una o-algebra
in Rp,”.

In quel capitolo proveremo inoltre (Proposizione 5.1.1) che ogni o-algebra (in parti-
colare cio e vero per la famiglia £;,) e chiusa rispetto ad altre operazioni insiemistiche (ad
es. 'unione e l'intersezione finita, 'intersezione numerabile e la differenza di due insiemi)
oltre a quelle indicate dal precedente teorema, cioe I’'unione numerabile e la complemen-
tazione rispetto all’insieme “ambiente” (in questo caso R"), operazioni rispetto alle quali
una o-algebra ¢ chiusa per definizione.

Dal Teorema 4.4.2, a) e dalla Proposizione 4.4.1 discende ovviamente la

Proposizione 4.4.2. Ogni sottoinsieme aperto di R" ¢ misurabile secondo Lebesque.
Esempio 4.4.1. (Un insieme non limitato misurabile secondo Lebesgue ma non secondo

Peano-Jordan). Per il Teorema 4.4.2, b) Iinsieme Q", che puod scriversi come unione
numerabile di intervalli degeneri:



¢ misurabile secondo Lebesgue. Sappiamo d’altra parte (Esempio 2.4.1, b)) che Q" non &
misurabile secondo Peano-Jordan.

Dimostriamo adesso il

Teorema 4.4.3. (c-additivita della misura secondo Lebesgue). Sia {E,} una successione
di insiemi misurabili secondo Lebesque, a due a due disgiunti. Allora

(4.4.2) m( G En) - im(En)

Dimostrazione. Notiamo preliminarmente che la (4.4.2) & un’uguaglianza tra elementi di
R e che la serie al secondo membro & convergente (in R) essendo a termini non negativi.
Osserviamo come prima cosa che, grazie al Teorema 4.3.4, per ogni I € 7), risulta

m((@En>ﬂI) - m( (Enﬂl)) - im(EnﬂI) < im(E

dunque si ha, per la definizione di m(U22, E,,),

(G

n=1

n=1

(4.4.3) m(GEn> < i:m(En)

Dalla (4.4.3) segue, ovviamente, che la (4.4.2) & verificata se m(US2 , E,,) = +o0.

Supponiamo adesso che sia m(US2 { E,,) < 400 e dimostriamo che, oltre alla (4.4.3),
vale anche la disuguaglianza contraria. Osserviamo che, per ogni k € N, si ha pure m(Ey) <
+o0; risulta infatti, per la Proposizione 4.3.3 e la definizione di m(U2, E,, ),

m(EynI) < m((OEn> ) < m([jEn> VI e,

n=1 n=1

quindi
m(Ey) < m( U E )

n=1
Per le proprieta dell’estremo superiore, per ogni v € N ed ogni € > 0, esistono I1,...,[, €
I tali che

€ .

m(EiﬂIi)>m(Ei)——, 221,...,1/;
v
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pertanto, fissato un intervallo I € Z, tale che I D I; U...U I, per il Teorema 4.3.2" e la
Proposizione 4.3.2 si ha

v v

ZIMEI) < Z |:m(Ez N1;)+ E] =

- m(@(EﬂWI))—#& - m((QEZ-)ﬂI)an <
< m((GEn)ﬂI)Jrs < m([jEn>+s.

Per Parbitrarieta di v € N si ha

im(En) < m<©En> + e,

dunque, per 'arbitrarieta di € > 0, concludiamo che e

1 n=1

K

n

Cio completa la dimostrazione.

Grazie al precedente teorema, nel successivo capitolo potremo affermare che “I’ap-
plicazione che ad ogni insieme E € L; fa corrispondere la sua misura secondo Lebesgue
my,(E) € una misura su L£p”, nel senso che tale affermazione ha nell’ambito della teoria
astratta della misura. Conseguentemente, la misura di Lebesgue gode di tutte le proprieta
di cui godono, in generale, tutte le misure “astratte” (e che sono quelle indicate dai Teoremi
5.3.1, 5.3.2 € 5.3.3).

4.5. Caratterizzazione della misurabilita secondo Peano-Jordan.
Il teorema seguente era gia stato parzialmente anticipato nel n. 2.4 (Teorema 2.4.3).
Teorema 4.5.1. (Caratterizzazione della misurabilita secondo Peano-Jordan). Sia X un
sottoinsieme di R". Sono fatti equivalenti:
1) X é misurabile secondo Peano-Jordan;

2) 0X é misurabile secondo Peano-Jordan e mis(0X) = 0;

3) m@dX) =0 ()

(3) Si tenga presente che X € un insieme chiuso, quindi misurabile secondo Lebesgue.
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Dimostrazione. Supponiamo dapprima che X sia limitato.

1) = 3). Per ogni ¢ > 0 esistono esistono 11y, Il € Py, tali che:

IM; C X CIly, , mis(Ilx) — mis(Il;) < €.
Poiché . .
XCcll, , Th X,
si ha . .
0X = X\ X C IL\II ,
quindi

m(0X) < m(IL\ 1) = m(lL) — m(L) < e,
da cui, per l'arbitrarieta di € > 0, si ottiene che m(9X) = 0.

3) = 2). Poiché 0X & un insieme chiuso e limitato, si ha (Teorema 4.2.1, b))
0 = m(0X) = inf{m(Il') : ' € P, II' D OX} .

Ne segue che e pure
sup{m(I) : T e P,, I COX} = 0,

dunque ¢ vera la 2).

2) = 1). Per ogni € > 0 esiste II' € P}, tale che
20X , m(l) < e,
quindi (Proposizione 2.2.5) esiste T' € P}, tale che

720X , m(T) < ¢.

—_ [e] [e]
L’insieme X \ 7" & un sottoinsieme chiuso di X e, ovviamente, & anche limitato; quindi, per
il Lemma 3.4.1, esiste 1I; € Py, tale che

CI, CX.

No

X\
Posto Il = T'UII4, si ha
I, 2 TUX\T) 2 X 2 X
e, per la finita sub-additivita,
mis(Ily) — mis(Il;) < mis(7) < e,
quindi X e misurabile secondo Peano-Jordan.
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Supponiamo adesso che X non sia limitato.

1) = 2). Per ogni I €7}, si ha
(4.5.1) X)NnI C (0I)U (O(INX)).

Per quanto gia dimostrato i due insiemi 01 e 9(INX) sono misurabili secondo Peano-Jordan
ed hanno misura nulla; di conseguenza anche 1'unione (07)U(9(INX)) & misurabile secondo
Peano-Jordan. Si ha inoltre, utilizzando la proprieta di finita sub-additivita della misura
di Lebesgue,

mis((01) U (A(IN X)) = m((@I)U@INX)) = 0.

Ne segue che anche il sottoinsieme (0X) N I ¢ misurabile secondo Peano-Jordan (cfr.
I'Esercizio 4.5.1, b)); ovviamente, risulta

mis((0X)NI) = 0.

Per Darbitrarieta di I € Zj; concludiamo che 0X & misurabile secondo Peano-Jordan
e mis(0X) = 0.

2) = 3). Cio ¢ ovvio.

3) = 1). Perognil €7 si ha
(4.5.2) oXNnI) C (0I)u ((0X)NI),
quindi, dato che m(0I) =0 e m((0X)NI) =0, per il Teorema 4.2.1, a) e g), si ha
m(d(XNI)) =0,

pertanto, per quanto gia dimostrato, 'insieme X N I e misurabile secondo Peano-Jordan.
Per Darbitrarieta di I € Z;, concludiamo che X ¢ misurabile secondo Peano-Jordan.

Esercizio 4.5.1. Dimostrare che se Z C R" & misurabile secondo Peano-Jordan ed ha misura
nulla, ogni sottoinsieme di Z & pure misurabile secondo Peano-Jordan (si consideri dapprima il

caso Z limitato).

Esercizio 4.5.1. Dimostrare la (4.5.1) e la (4.5.2).
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