2. La misura secondo Peano-Jordan.

La teoria della misura secondo Peano-Jordan ¢ gia nota agli studenti dai corsi di
Analisi 1 e 2. Lo scopo principale di questo capitolo ¢ quello di richiamarne le definizioni
ed i risultati piu importanti, soprattutto quelli che riguardano i plurintervalli e la loro
misura elementare. La misura elementare dei plurintervalli costituisce infatti il punto di
partenza, oltre che per la teoria della misura secondo Peano-Jordan, anche per la teoria
della misura secondo Lebesgue, uno degli argomenti fondamentali del corso di Istituzioni
di Analisi superiore.

Il capitolo ha anche un’altra finalita.

Solitamente, durante lo svolgimento dei corsi di Analisi matematica, la maggior parte
delle dimostrazioni riguardanti la teoria della misura secondo Peano-Jordan, specialmente
quelle che si riferiscono alla misura elementare dei plurintervalli, vengono omesse ed il
professore si limita a dare una giustificazione intuitiva dei relativi enunciati. La stessa
osservazione si applica, grosso modo, ai libri di testo. Cé un motivo molto semplice di cio:
si tratta, per lo piu, di dimostrazioni molto “tecniche”, in taluni casi alquanto laboriose, a
fronte di enunciati abbastanza evidenti da un punto di vista intuitivo.

L’esposizione della teoria della misura secondo Peano-Jordan, che viene presentata in
questo capitolo, e corredata delle dimostrazioni complete di tutte le proposizioni enunciate.
In questo modo il capitolo diviene — ed € questo il suo secondo intendimento — un “sito” dove
potere accedere a tali dimostrazioni, dando cosi 'opportunita a chi ne avesse la curiosita
e la voglia di leggerle e studiarle.

Agli studenti di Istituzioni di Analisi superiore raccomandiamo una lettura del ca-
pitolo che sta a meta strada tra la lettura completa e quella “essenziale” (cioe limitata
alle definizioni ed ai soli enunciati). Tale lettura di tipo “intermedio” — indicata anche
tipograficamente — si ottiene escludendo le dimostrazioni piti complicate e meno significa-
tive, riportate nelle appendici ai primi due paragrafi e scritte in carattere piu piccolo. Le
altre dimostrazioni, quelle per cosi dire “obbligatorie”, costituiscono invece una buona pa-
lestra per prepararsi ai ragionamenti di approssimazione di insiemi e di misure, che molto
frequentemente interverranno nella teoria della misura secondo Lebesgue.

2.1. Plurintervalli di R".

Notazioni. Siano a = (a1,...,ap), b= (by,...,by) due elementi di R".

Scriveremo a < b [risp. a < b] per indicare che ¢ a; < b; [risp. a; < b;| per ogni
i=1,...,h.

Indicheremo inoltre con a A b e a Vb gli elementi di R" definiti nel seguente modo:

aANb= (min{aq,b1},...,min{an,bp}) , aVb= (max{ai,bi},...,max{an,bn}) .



Definizione 2.1.1. (Intervalli chiusi di R"). Siano a,b € R" tali che a < b. Si chiama
intervallo chiuso di R" di estremi a e b, e si indica con [a,b], I'insieme costituito dagli
elementi z € R tali che a < x < b (1); in altre parole, se le componenti di a e b sono:

a=(ay,...,ap) e b= (b1,...,bn) ,
I'intervallo chiuso [a, b] & il prodotto cartesiano
[a1,b1] X ... X [ap, by
(di h intervalli chiusi di R).
Se a < b si dice che U'intervallo [a, b] € non degenere; in caso contrario [a, b] viene detto

degenere.
La famiglia degli intervalli chiusi di R” si indica con Z,.

Ad esempio, nel caso h = 2, gli intervalli chiusi degeneri di R? (identificato con
'insieme dei punti di un piano cartesiano) sono gli insiemi costituiti da un solo punto e
i segmenti (chiusi) paralleli ad uno degli assi coordinati; gli intervalli non degeneri sono i
rettangoli (chiusi) con i lati paralleli agli assi coordinati.

La dimostrazione della successiva Proposizione 2.1.1, semplice ma alquanto tecnica, e
riportata nell’appendice al paragrafo.

Proposizione 2.1.1. Sia I = [a,b] un intervallo chiuso di R". Allora:

a) I & un insieme chiuso di R";

b) I é non degenere se e solo se i #0;

c) se I e non degenere, allora

jz{xERh:a<x<b};

wmoltre I = ;, quindi I € un dominio.

Proposizione 2.1.2. Siano I = [a,b], J = [c,d] due intervalli chiusi di R". Allora
INJ #0 < aVe < bAd ;

inoltre, se INJ # 0, risulta

INJ = lave,bAd].

(1) Ovviamente “a < x < b” significa “a <z e x <¥b”.
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Dimostrazione. Se I NJ # () si verifica immediatamente che per ogni x € I N J risulta
aVe <z <bAd;sihapertantoaVe <bAdelINnJ ClaVebAd. Viceversa, se
aVec < bAd, e facile verificare che [aV ¢,b Ad] C INJ, quindi I NJ # (). Inoltre, da
quanto dimostrato segue subito che, se I N J # (), vale 'uguaglianza INJ = [aV ¢, bAd].

Definizione 2.1.2. (Plurintervalli di R"). Si chiama plurintervallo di R"ogni sottoinsieme
di R" che & unione finita di intervalli chiusi di R”. Si conviene inoltre, per semplificare
I’esposizione, di considerare plurintervallo di R” anche l'insieme vuoto 0.

La famiglia dei plurintervalli di R” verra indicata con Py.

E molto importante per il seguito la constatazione (Teorema 2.1.1) che ogni plurin-
tervallo non vuoto ¢ unione finita di intervalli chiusi a due a due privi di punti interni
comuni.

Per dimostrare cid denotiamo con P; la famiglia dei plurintervalli di R che sono
I'unione di un numero finito di intervalli chiusi a due a due privi di punti interni comuni e
osserviamo che sussiste la seguente proposizione. Per la dimostrazione, che richiede 'uso
di alcuni lemmi tecnici, rinviamo all’Appendice al paragrafo.

Proposizione 2.1.3. Siano D,II € P; e supponiamo che D C 11. Esiste II* € P} tale
che

o

I =1Iub e H*ﬂzo):(l)

Teorema 2.1.1. Ogni plurintervallo non vuoto e l'unione di un numero finito di intervalli
chiusi a due a due privi di punti interni comuni.

Dimostrazione. Dobbiamo provare che e
(2.1.1) P\ {0} C P .

Indichiamo, per ogni r € N, con P; la famiglia di tutti i plurintervalli IT € Py, IT # 0,
che si possono esprimere come unione

II=5n0uvu...ul

di r intervalli chiusi di R”. Poiché
P \{0} = |JPr.
r=1

dimostrare la (2.1.1) equivale a dimostrare che risulta
(2.1.2), P, < P,

per ogni 7 € N. Procediamo per induzione su r. Per r = 1 & evidente che la (2.1.2); ¢
verificata. Supponiamo, quindi, che sia vera la (2.1.2),. e dimostriamo che & vera pure la

(2.1.2),41.



Sia IT € P; 1, cioe
0 =0LU..ULUI4,

con Ii,..., I, 1,41 € Iy. Posto D = I U...U I,, per l'ipotesi induttiva si ha D € P;.
Consideriamo D NI, 1. Se DN 1,11 = (), allora ¢ ovvio che IT = D U I,.,1 appartiene a
Pi. Se DN 1,41 # 0, ragioniamo nel modo seguente. E chiaro che DN I 41 € P; (si tenga
presente la Proposizione 2.1.2). Per la Proposizione 2.1.3 esiste II* € P} tale che

o /—/O\H
Ly = PUMDNL) e II'N (Dmm) .
Si ha allora
Il = DUl = DUI*U(DN1L41) = DUIT

e inoltre
(2.1.3) DNII" = 0

o (o]
(infatti un eventuale elemento di D N II* dovrebbe appartenere anche a

o

—
D rj[”rui»l - Dm[r+1

e quindi a
(0]

o —
Inn (Dm]Hl) ,
ma cio e assurdo). Dal momento che D, IT* appartengono a Pj e vale la (2.1.3), se ne

conclude facilmente che anche II = D U II* appartiene a P;.

Teorema 2.1.2. (Proprieta della famiglia dei plurintervalli di R*). La famiglia Py dei
plurintervalli di R* ha le sequenti proprieta.

a) Hl,HQGPh — ILUIl, € Py .
b) II,Ill, e’ P, = II1NIl e Py .
c) Selly, Iy € P, elly C Iy, esiste IT' € Py, tale che

H2 = H/UHl € ﬁ/ﬂﬁl = @

Dimostrazione. La proprieta a) & ovvia. La b) & pure banale quando II; = () o IT = 0); se,
invece, 11y, IIs sono entrambi non vuoti, quindi

I, =nLu...ul, , Ilhb = JiU...UJs,



con Iy,..., 1., Ji,...,Js € I, allora
mni, = |JJ@ng)
i=1j=1

e pertanto, ricordando la Proposizione 2.1.2, si ha II; N1Ils € Pj,. Infine, la c¢) segue
immediatamente (eccettuato il caso banale IT; = () dal Teorema 2.1.1 e dalla Proposizione
2.1.3.

Appendice al n. 2.1.

Dimostrazione della Proposizione 2.1.1. Indichiamo con d la distanza euclidea. Supponiamo,
inoltre, che le componenti dei punti a e b siano:

a = (a1,...,ap) , b = (by,...,bp)

a) Proviamo che R" \ I & un insieme aperto. Sia ¢ = (c1,...,cp) un elemento di R\ I.
Poiché ¢ ¢ [a,b] esiste un indice i, 1 < ¢ < h, tale che ¢; ¢ [a;,b;]. Supponiamo, per fissare le
idee, che sia ¢; < a;. Posto r = a; — ¢; e denotato con B il disco aperto di centro c¢ e raggio r,
verifichiamo che & B C R" \ I; infatti, per ogni z = (z1,...,zp) € B, si ha

x, = xi—cite < |lxg—cl+e < dx,e)te < rte =a4,

quindi x ¢ [a, b].
b) Proviamo dapprima che, se I & non degenere, I'insieme (non vuoto) {x € R a<z< b}

¢}
& contenuto in J. Sia ¢ = (c1,...,¢;) un elemento di {z € R" : a < < b}. Si ha
a; < ¢ < b; Yi=1,...,h,

quindi il numero

r = min{c; —ay,...,cp —ap,by —c1,...,bp —cp}t
& positivo. Denotato con B il disco aperto di centro c e raggio r, verifichiamo che risulta B C 1.
Infatti, se z = (x1,...,x,) € un qualsiasi punto di B, si ha
lx; —¢| < d(z,e) < 7 Vi=1,...,h
e quindi
a; :ci—(ci—ai) <c—r <z < c+r Sci—{—(bi—ci) = b; Yi=4,...,h;

pertanto z € [a, b].
(¢} o
Viceversa, proviamo che, se J # (), risulta a < besi ha [ C {z € R' i a<az< b}. Sia

(¢}
¢=(cy,...,cp) un elemento di [ e sia B un disco aperto di centro ¢ contenuto nell’intervallo I;
denotiamo con 7 il raggio di tale disco. Per ogni ¢ = 1,...,h i punti
(C1,-++,Cim1,C — 5,Cig1,---5Cp) € (Cl,...,Ci—1,C + 5,Cif1,---,Ch)



appartengono a B e quindi a I, pertanto si ha

T T
a; < ¢—= < ¢ < ¢+ =

5 < b;;

[\)

cio prova che ¢ a < b e che ¢ appartiene a {z € R' i a<z< b}.

o
c¢) Supponiamo che I sia non degenere. L’uguaglianza | = {z € R o<z < b} segue

(¢} o
subito da quanto provato in b). Proviamo 'uguaglianza I = J. L’inclusione I D J & vera dato che
I & un insieme chiuso. Verifichiamo che vale anche I'inclusione contraria. Sia ¢ = (¢1,...,¢p) un
elemento di I, cioe

cie[ai,bi] Vi=1,...,h.
Detto r un arbitrario numero positivo, € certamente possibile trovare, per ogni ¢ = 1,...,h, un
numero z; tale che
r
Z; E]ai,bi[ e |Zi —Ci’ < —= .

Vh

Allora, considerato il punto z = (21,...,2p), si ha

z € {xERh:a<x<b} =1

e inoltre

o
Per ’arbitrarieta di » > 0 ne segue che ¢ appartiene alla chiusura di J.

Passiamo ora ad occuparci della dimostrazione della Proposizione 2.1.3. Premettiamo alcuni
lemmi.

Lemma 2.1.1. Siano I,J € Iy, tali che I C J. Esiste II* € P} tale che
% O % °
J =1I"ul e nmrnr=20.
Dimostrazione. Supponiamo che sia:

I = lab] , J = l¢d ,
a=(ai,...,ap) , b=(b1,...,bp) , c=(c1,...,cp) , d=(d1,...,dp)

Da I C J segue a,b € J, quindi

cioe

IA
IA
s
IA
S
I
\.ﬁ—‘
>

C; 73
Per ogni ¢ =1, ..., h poniamo

L% = [eiyail , L? = [ai, bi] , L? = [bi,di] .

6



Poniamo inoltre, per ogni (r1,...,7) € {1,2, 3}h,

i T1 Th
(r1n) = L ><...><Lh .

Si verifica facilmente che 'unione dei 3" intervalli chiusi I ( ) e l'intervallo J e che

T1y.--3Th

[e]

vy VM srrsny = 0 se (r1,...,mp) # (S1,.--,58) ;
si ha inoltre
1(2,...,2) =1I.
Denotata con IT* I'unione di tutti gli intervalli I(T1 ) COR (r1,...,7n) # (2,...,2), & allora

facile verificare che il plurintervallo IT* ha le proprieta indicate nell’enunciato.

Lemma 2.1.2. Siano A, Bq,...,By sottoinsiemi di uno spazio topologico S, con A aperto e
Bq,..., Br chiusi.

Supponiamo che sia
(o]

Am<m> # 0

Allora almeno uno degli insiemi

o o
ANB1,..., AN B,

e diverso dall’insieme vuoto.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su r. L’asserto € ovviamente vero per r = 1. Dimo-
striamolo per r = 2. Supponiamo per assurdo che

o
ANBr = ANBx =0
e denotiamo con ) ’aperto
——
AN < B1 U By ) ,

che, per ipotesi, non & vuoto. Sia x un qualsiasi punto di {2 e sia U un qualsiasi intorno aperto
di . Allora QN U ¢& un intorno aperto di z contenuto sia in A che in By U B2. Non puo essere
QNU C By perché, altrimenti, sarebbe

QNU C AN By

e quindi
ANB1 #0;

per lo stesso motivo non puo essere 2N U C By. Conseguentemente l'insieme 2 N U contiene sia
punti di By che punti di B. La stessa cosa puo allora dirsi, a maggior ragione, dell’insieme U.
Pertanto, dato che U e un arbitrario intorno aperto di z, si ha

xEElzBl , xr € By = Bs.



Ne segue, per l'arbitrarieta di x € €2, che Q C B; N By e quindi
o)

e N— o o
QC BiNB2 = B1 N By

dato che Q2 C A, se ne deduce che

ANBL #0 ., ANBy #0,

ma cio € assurdo.

Supponiamo adesso che 'asserto sia vero per l'indice r e dimostriamo che & vero pure per
I’indice r + 1.

Siano A, By, ..., By, Br41 sottoinsiemi di S, con A aperto e By,..., By, Br41 chiusi, tali che

o

AN <,B1U...UBTUBT+;) £ 0 .

Poiché By U...U By & chiuso, per il caso r = 2 abbiamo che almeno uno dei due insiemi

o

—N—
Aﬂ(BlLJ...UBr) e Aﬂ§r+1

o]
¢ diverso dall’insieme vuoto. Se ¢ AN By41 # 0 la tesi & ovviamente verificata; in caso contrario,
essa segue subito dall’ipotesi induttiva.

Osservazione 2.1.1. Nel precedente lemma l'ipotesi che By, ..., B, siano chiusi ¢ essenziale.
Per rendersi conto di cio basta considerare il seguente facile controesempio:

S = R con la topologia usuale; A= R; By = Q, B = R\Q.

Corollario 2.1.1. Siano C1,...,Cyr, D1,..., Ds sottoinsiemi chiusi di uno spazio topologico S.
Supponiamo che sia

[e] [e]

——N— ——f—
(Clu...ucr> N (Dlu...UDS ) #0
Allora almeno uno degli insiemi
o o i X
C; N Dy, i=1,...,7;5=1,...,s8,
e diverso dall’insieme vuoto.

Dimostrazione. Applicando il lemma precedente all’aperto

o

—f—
A = C]_UUCT
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ed ai chiusi Dy, ..., Ds otteniamo l’esistenza di un indice j, 1 < j < s, tale che

(o]
AN D; #+ 0
[e]
possiamo pertanto applicare di nuovo il Lemma 2.1.2 all’aperto D; ed ai chiusi C1, ..., Cr; dunque
esiste anche i, 1 <1 < r, tale che
o o
CinD; #0.

Lemma 2.1.3. Siano I € Zp,, I1 € Py, tali che I CII. Esiste II* € Py tale che

* O . °
II =11uil e nmnri=~n.

Dimostrazione. Sia Il = Jy U...U Jp, con Jq,...,Jr intervalli chiusi a due a due privi di punti
interni comuni. Per ogni i = 1,...,7 esiste I, € P} tale che

o

o —~
Ji = I, U (INJ;) e HQm(ImJZ):(z);

infatti, se I N J; = 0, basta prendere I, = J;, mentre, se I N J; # () e quindi (Proposizione 2.1.2)
I N J; € un intervallo chiuso, basta applicare il Lemma 2.1.1.
o o
Poniamo IT* = IIj U ... UII;. Poiché Iy, ..., Il € Py e II; N1I; = @ se i # j (dato che

¢] [e]

Ji N Jj = 0) si ha IT* € Pj;. Si ha inoltre

I=JU...UJ, =IU...UILUINJ)U...U(INJ) =
=T"u(n(Z1U...uJp) = T"U{INI) = T UT.

o o) o) o)
Dimostriamo infine che IIT* N J = . Supponiamo per assurdo che sia II* N | # (. Poiché
I* =T U...Uull, el =(INJ;)U...U(INJ), per il Corollario 2.1.1 esistono 7,5, 1 < 4,7 < r,
tali che

o
[e]

Hiﬂ<m> # 0;

~

o o
dato che H§ C J; e che gli intervalli Jy, ..., Jr sono a due a due privi di punti interni comuni, si
ha necessariamente ¢ = 7, quindi

ma cio € assurdo.



Dimostrazione della Proposizione 2.1.3. Per ogni r € N indichiamo con PZ’T la famiglia di tutti i
plurintervalli D € P; che si possono esprimere come unione

D =1LHU...UlIr

di r intervalli chiusi di Rh, a due a due privi di punti interni comuni. Ovviamente si ha

o
Pro= JPr"s
r=1
pertanto dimostrare la Proposizione 2.1.3 equivale a dimostrare che I'affermazione

(2.1.4)r “SeD e PZ’T, Il € Py e D C1I, allora vale la tesi della Proposizione 2.1.3”

¢ vera per ogni r € N. Procediamo per induzione. Per r = 1 l'affermazione (2.1.4); & vera (&

I'enunciato del Lemma 2.1.3). Supponiamo vera la (2.1.4), e dimostriamo che ¢ vera pure la

(2.1.4)r41. Consideriamo un qualunque plurintervallo D € PZ’H_l e sia

D =5LHU...UILUI}4+

una rappresentazione di D come unione di r + 1 intervalli chiusi di R" a due a due privi di punti
interni comuni. Sia, inoltre, IT € P;, tale che D C II. Posto

per lipotesi induttiva esiste R* € P}, tale che
* 0o * °
II = RARUR e RNR =10.
(o]
Se Ir+1 = 0, per ottenere la tesi & sufficiente prendere IT* = R*; si ha infatti
I =RURUI4 = 1T"UD;

inoltre, essendo
19[*01?220) e M NI =0,
il Lemma 2.1.2 assicura che e pure
mND = 0.
Supponiamo adesso che sia ;7’4-1 # (. In questo caso si ha ;417 C R*. Per dimostrare cid
osserviamo che, se z € un qualsiasi punto di ;r_,_l, risulta * € R*, perché, in caso contrario,
essendo x € 19[, esisterebbe un intorno di x contenuto in 19[ \ R* e quindi = apparterrebbe a ](:2, ma

(0] o
cio & assurdo poiché, per il Lemma 2.1.2, si ha [,4+1 N R = 0; abbiamo cosi provato che

o
Iri1 C R* )

di conseguenza, ricordando la Proposizione 2.1.1, c), si ha

o
Ir—l—l = Irt+1 - R* .
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Possiamo allora applicare il Lemma 2.1.3 all’intervallo 11 ed al plurintervallo R*; esiste di
conseguenza IT* € P; tale che

R* = MUl e "Nl = 0.
Per completare la dimostrazione osserviamo che si ha
I=RUR=I"UIL;1UR =1"UD
e inoltre
(¢} * o
nmnp=1=0
perché, in caso contrario, per il Lemma 2.1.2 dovrebbe essere

o

o) o o)
mI'NRr #0 oppure NI # 0,

ma entrambe le conclusioni sono assurde.

2.2. La misura elementare dei plurintervalli.

Definizione 2.2.1. (La misura elementare degli intervalli chiusi). Siano a = (a1, ...,an),
b = (b1,...,by) due elementi di R" tali che a < b e sia I = [a,b]. Si chiama misura
elementare dell’intervallo chiuso I, e si indica con mise([), il numero

(bl—al)-...-(bh—ah).

Notiamo che la definizione data non e ambigua poiché, come si verifica immediata-
mente, da [a,b] = [¢,d] segue a = ce b =d.
Si ha inoltre, ovviamente, la

Proposizione 2.2.1. Per ogni I € I, risulta mise(I) > 0 ed € mise(I) = 0 se e solo se I
¢ degenere.

Il teorema che segue esprime un’importante proprieta della misura elementare degli
intervalli chiusi: la proprieta di finita additivita. Il significato e la validita di tale proprieta
sono intuitivamente evidenti. La dimostrazione rigorosa, pero, ¢ un tantino laboriosa ed ¢
esposta nell’appendice al paragrafo.

Teorema 2.2.1. (Finita additivita della misura elementare degli intervalli chiusi). Siano
I, ..., I. intervalli chiusi, a due a due privi di punti interni comuni, e supponiamo che

anche la loro unione I U ... U I, sia un intervallo chiuso I.
Risulta allora

(2.2.1) mise(I) = mise(l1) + ... + mise(l,) .
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Corollario 2.2.1. Siano Iy, ..., I, Ji, ..., Js € Iy, con Iy, ..., I, a due a due privi
di punti interni comunt e Jy, ..., Js a due a due privi di punti interni comuni.
Supponiamo che
LU...UIL = JyU...UJs.

Risulta allora

mise(f1) + ... + mise(f,) = mise(J1) + ... + mise(Jy) .

Dimostrazione. Per ogni indice i = 1,...,r si ha
L =L,nLu...UlL)=Ln((J1Uu...UJs) = (;NnJ)U...U(;NnJs),
quindi, per il Teorema 2.2.1,
mise(Iz-) = Z/mise(Ii rij) >
J
dove la sommatoria Z; ¢ estesa a tutti gli indici j, 1 < j < s, tali che I, N J; # 0.
Sommando rispetto all’indice ¢ otteniamo

T
Zmise(h) = Z *mise(fi nJ;) ,
i=1 (4,9)
dove la sommatoria ZE ;) © estesa a tutte le coppie di indici (i,7), 1 <i<r, 1 <j <s,
tali che I; N J; # 0.
Scambiando i ruoli degli intervalli I; e J; e ripetendo il precedente ragionamento si
ottiene

S mise(J;) = Y mise(L; N ;) .
Jj=1 (1,9)
Cio completa la dimostrazione.

Per il Teorema 2.1.1 ed il precedente corollario ha senso porre la seguente definizione.

Definizione 2.2.2. (Misura elementare dei plurintervalli). Sia II € Py \ {0}. Si chia-
ma misura elementare del plurintervallo 11, e si indica con mis.(IT), il numero reale non
negativo
mise(f1) + ... + mise(Z,) ,
dove {I, ..., I,} & una qualsiasi famiglia finita di intervalli chiusi, a due a due privi di
punti interni comuni, tale che
n=nv...ul
e le misure
mise(f1), ... , mise(Z,)
sono quelle introdotte con la Definizione 2.2.1.
Si pone, inoltre, per definizione,

mise(f) = 0.
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Osservazione 2.2.1. (Coerenza). Il Teorema 2.2.1 assicura che, nel caso particolare in
cui I = I € 7, la misura elementare di I, calcolata considerando I plurintervallo, cioe
secondo la Definizione 2.2.2, coincide con la misura elementare precedentemente definita
(Definizione 2.2.1); pertanto la Definizione 2.2.2 ¢ coerente con la Definizione 2.2.1 ed
¢ perfettamente giustificato il fatto che nella Definizione 2.2.2 si sia adoperato lo stesso
simbolo mis, della Definizione 2.1 per indicare la misura elementare dei plurintervalli.

Teorema 2.2.2. (Proprieta della misura elementare). La misura elementare dei plurin-
tervalli gode delle sequenti proprieta.

a) SeIly, ... Iy € Py, sono a due a due privi di punti interni comuni, si ha
mise(Il; U ... U Ilg) = mise(Il1) + ... + mise(Ix)

(proprieta di finita additivita).
b) Se I11, 11y € Py, sono tali che I1; C Iy, allora

mise(I1;) < mise (1)

(proprieta di monotonia).

¢) Qualunque siano 11,1y € Py, risulta
mise(Hl U HQ) + mise(Hl N Hg) = mise(Hl) —+ miSe(Hg)
(proprieta di modularita).

Dimostrazione. a) Cio segue in modo evidente dalla definizione di misura elementare di
un plurintervallo.

b) Per il Teorema 2.1.2, ¢) esiste un plurintervallo IT* tale che

M, = U, e I°NIL = 0;
si ha allora, per la proprieta a),
mise (Il2) = mise(IT*) + mise(Il1) > mise(I1y) .
c¢) Posto D =II; N1ly, per il Teorema 2.1.2, ¢) esistono II’, II"” € P}, tali che
I, = WUD , I, = 0'UD , WND =1"ND = 0
e quindi, per la proprieta a),
(2.2.2)  mise(Il;) = mise(I') + mise(D) , mise(Ilz) = mise(IT”) + mise(D) .
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D’altra parte si ha

inoltre, dato che
si ha pure

pertanto, ancora per la proprieta a),
mise (I1; UTlz) = mise (1) + mise(IT”) + mise(D)

da cui, sostituendo a mis,(I1") e mise(IT") i valori che si ricavano dalle (2.2.2), si ottiene la
tesi.

Proposizione 2.2.2. Sia Il € Pj,. Allora mise(II) = 0 se e solo se I = 0.

Dimostrazione. Infatti, tenendo presenti la Proposizione 2.2.1 e la Proposizione 2.1.1, b),
per la definizione di mis.(II) ed il Teorema 2.2.2, b) si ha I’equivalenza

miso(I) >0 <= 31T, taleche J#£0, I CII.
D’altra parte, per ogni insieme X C R” si ha

)%75(2) = I € I, tale che ;#@,IQX *)
Dalle due precedenti equivalenze segue, ovviamente, ’asserto.

Proposizione 2.2.3. (Proprieta di finita sub-additivita della misura elementare). Siano
IIq,..., I € Py. Allora

mise(IT; U...UTlx) < mise(Ily) + ... + mise(Ilg) .

Dimostrazione. Basta ragionare per induzione su k, dopo avere osservato che l’asserto e
banalmente vero per k = 1 e segue subito dal Teorema 2.2.2, c) per k = 2.

(2) L’implicazione <= & ovvia. Per provare la — osserviamo che, se )O( # 0 e B e un
disco aperto di R" , con la metrica euclidea, contenuto nell’insieme X, allora, denotati con ¢ =
(c1,...,cp) eril centro ed il raggio di B e fissato 0 < o < r, si verifica facilmente che I'intervallo
chiuso non degenere (e quindi dotato di punti interni) di estremi

o = - - ! — o o
(c1 T Ch \/ﬁ) e b (cl—{—\/ﬁ,...,ch—l—\/ﬁ)
e contenuto in B e quindi in X.
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Proposizione 2.2.4. (Approssimazione di intervalli chiusi). Sia A € Zj,. Per ognie > 0
esistono I € I, U{0} e J € Ij, tali che

A, mise(I) > mise(A) — e,

N

1
ACJ , mise(J) < mise(A) + €.

Dimostrazione. Supponiamo che sia A = [a,b], a = (a1,...,ap), b= (b1,...,bp).
Dimostriamo lesistenza di I. Se A ¢ degenere basta prendere I = (). Se A ¢ non
degenere, osserviamo che, posto

1
) = §min{bi—ai ci=1,...,h},

per ogni o €]0, ] I'intervallo chiuso

I, = [a1 +0,by —0] x ... X [ap + 0,b, — O]

o
e contenuto in A; si ha inoltre

lim mise(I,) = misc(A) ;

o—0

pertanto basta prendere I = I, con o sufficientemente prossimo a zero.
L’esistenza di J si prova analogamente, considerando gli intervalli

Jy, = [ay —o,by +0| x...X[ap —0,bp + 0], o>0.

Proposizione 2.2.5. (Approssimazione di plurintervalli). Sia II € Py. Per ognie > 0
esistono S, T € Py, tali che

S
IT

N

I , mise(S) > mis(I) — e,
T

N

, mise(T) < mise(Il) + ¢ .

Dimostrazione. Se II = () basta prendere S =T = (. Se Il # 0, II = A; U...U Ay,
con Ay, ..., Ag intervalli chiusi a due a due privi di punti interni comuni, allora, per ogni
i=1,...,k, grazie alla Proposizione 2.2.4, esiste I; € Z, U {0} tale che

I, € A mise(IZ-) > mise(Ai) — %

Posto S = I; U...U I, si ha
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mise(S) = mise(l1) + ... + mise(lx) >
> mise(A1) + ... + mise(Ag) — e = mis(Il) — €.

Analogamente, denotato, per ogni ¢ = 1,...,k, con J; un intervallo chiuso tale che

Ai g ji N mise(Ji) < mise(Ai) +

=™

epostoT =JyU...UJg, si ha

H§J1U...UJ]€§12
e, per la Proposizione 2.2.3,

mise(7) < mise(J1) + ... + mise(J) <
< mise(A1) + ... + mise(Ag) + & = mise(IT) + ¢ .

Appendice al n. 2.2.
Per dimostrare il Teorema 2.2.1 abbiamo bisogno dei seguenti due lemmi.
Lemma 2.2.1. Siano 1,1y, 11,...,I; € Iy tali che
I = Ipulu...Ul .
Se I & non degenere e Iy € degenere, allora é

I = LHU...UI .
Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che &
Ip € LUu...UI .

Supponiamo per assurdo che esista un punto x € Iy \ (I3 U...U I) e sia B un disco aperto di
centro z disgiunto dall’insieme (chiuso) I3 U...U Ij. Per la Proposizione 2.1.1, ¢) esistono punti
y tali che

dunque, essendo I N B C Iy e quindi

o
I'insieme [ non & vuoto, ma cio contraddice le ipotesi del lemma.
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Lemma 2.2.2. Siano I, I', I" intervalli chiusi non degeneri tali che
ro>rur . rnr’ =0
Esistono allora J', J" € T, tali che
Jor . o or . 1=J0ut , JInj =0

e tnoltre
mlSe(I) - miSe(J/) + miSe(J//) .

Dimostrazione. Supponiamo che sia

I _ [a,b] ’ I/ — [a/,b/] , I// — [a”,b//] ,
a = (a1,...,ap) , d = (a},...,ap) , d’ = (df,...,a}) ,

b= (br,....bp) , b = (b,....bp) , b =(f,... b

Poiché

[
/ " o _ %n
I'nNIrm =17nr =290,

per le Proposizioni 2.1.2 e 2.1.1, b) non puo essere a Vva <b Ab, dunque esiste j, 1 < j < h,
tale che
/ 12 . / i
max{aj, aj } Z mln{bj, bj } .
Supponiamo, per fissare le idee, che sia j = 1 e max{a,a}} = af, quindi min{b}, b7} = b}. Detto
4 un numero reale compreso tra b} e af e posto

J' = la1,7] x [ag, ba] x ... x [ap,by] I = [y,b1] x [a2,ba] X ... X [ap,by]
si verifica facilmente che J' e J” soddisfano ai requisiti dell’enunciato.

Dimostrazione del Teorema 2.2.1. Procediamo per induzione su r.

Per r = 1 Passerto € ovvio.

Consideriamo il caso r = 2. Se I & degenere, anche I1 e Iz sono degeneri e la (2.2.1) &
verificata. Se I € non degenere e uno degli intervalli I; e Is, per es I1, & degenere, allora I = I
per il Lemma 2.2.1 e la (2.2.1) & verificata. Esaminiamo infine il caso in cui nessuno degli intervalli
I, I e I3 sia degenere. Per il Lemma 2.2.2 esistono Ji, Jo € Zj, tali che

Jr 2L , J2 2 Iy I = J1UJy 3103220);

mise(I) = mise(J1) + mise(J2) .

Pertanto, basta dimostrare che ¢ J; = I1, Jo = I». Proviamo, ad esempio, la prima uguaglianza.
Supponiamo, per assurdo, che esista un punto x € Ji \ I1 e sia U un intorno aperto di x disgiunto

o)
da I1; per la Proposizione 2.1.1, c¢) I'insieme U N .J1 non € vuoto; tale insieme, inoltre, & disgiunto
(o)
da Ja, perché, altrimenti, sempre per la Proposizione 2.1.1, ¢), U N J1 avrebbe punti comuni con

32, il che € assurdo; ne segue che &
(o)
UnJi C I\(LhUly),
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quindi I\ (17 U I2) # 0, ma cid contraddice le ipotesi del lemma.

Infine, dimostriamo che, se ’asserto & vero per ogni indice s = 1,...,r, allora esso & vero pure
per l'indice r+1. Supponiamo quindi che I'intervallo chiuso [ sia uguale all’unione I1U.. . UIUl41
di r + 1 intervalli chiusi, a due a due privi di punti interni comuni. Se I & degenere, allora & ovvio
che risulta

(2.2.1) mise(l) = mise(l1) + ... + mise(lr) + mise(lr41) -
Se I & non degenere, ma qualcuno degli intervalli Iy,...,Ir, I[,4+1, ad esempio I41, & degenere,
allora, per il Lemma 2.2.1, si ha I = I U...U I, e, grazie all’ipotesi induttiva, la (2.2.1)/ € ancora

verificata. Infine, se nessuno degli intervalli I1,..., Iy, I,+1 € degenere, allora, per il Lemma 2.2.2,
esistono Jr, Jy4+1 € Zy, tali che

[e] [e]
Jr 2 Iy, Jry1 2 Irpa ; I = JUdryr , Jr0Jpgr = 0

mise(l) = mise(Jr) + mise(Jry1) -

Osserviamo che

Jfr - JTOI — (Jrﬁ.[l)uU(Jrﬁ]r)U(JrﬁIr+1) 5

Jrp1 = Sy NI = (Jr—i—l N Il) Uu...uU (Jr+1 N Ir) U (JT_|_1 N IT_|_1)

Poiché gli intervalli J- NI.41 e Jr41 NI sono degeneri, se ne deduce, per l'ipotesi induttiva e per
quanto gia dimostrato nel caso dell’indice r 4 1, che

/ "
mise(Jr) = » mise(Jr N L), mise(Srp1) = Y mise(ry1 Ny

% %
dove la sommatoria Z; [risp. Z;’] ¢ estesa a tutti gli indici ¢, 1 <4 < r+1, tali che Jr N I; # 0
[risp. Jr41 N I; # 0]. D’altra parte, per ogni indice ¢ = 1,...,7,7 + 1 tale che J, N1I; # 0 e
Jr4+1 N 1I; # 0, si ha, per il caso r = 2,
mise(l;) = mise(I NI;) = mise((Jr N L) U(Jpp1 NI;))) = mise(Jr N 1) + mise(Jry1 NIG)

conseguentemente si ha

mise(I1) + ... + mise(lr) + mise(lr+1) =
/ 124
= Y mise(JrN L) + Y mise(Jrp1 N L) = mise(])

7 %

e cio completa la dimostrazione.
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2.3. La misura secondo Peano-Jordan degli insiemi limitati.

Se X C R” & un insieme limitato esistono plurintervalli IT contenuti in X (sicuramente
vi & I = ()) e plurintervalli IT" contenenti X (infatti dire che X & limitato vuol dire che
X & contenuto in qualche disco chiuso C' dello spazio R, munito della metrica euclidea;
ne segue facilmente che X & contenuto in qualche intervallo chiuso di R (3)). Inoltre, per
il Teorema 2.2.2, b), gli insiemi numerici costituiti dalle misure elementari dei suddetti
plurintervalli, cioe gli insiemi numerici

(2.3.1) {miso(IT) : e Py, I C X} {mis (IT") : II' e P, , IT' D X} ,
sono separati.

Definizione 2.3.1. (Misurabilita e misura secondo Peano-Jordan di un insieme limitato).
Sia X C R” un insieme limitato. Si dice che linsieme X & misurabile secondo Peano-
Jordan se gli insiemi numerici (2.3.1), oltre che separati, sono anche contigui; in questo
caso si chiama misura secondo Peano-Jordan di X, e si indica con mis(X ), il numero reale
non negativo

sup{misc(IT) : T € P, I C X} = inf{mis,(IT') : II' € P, II' D X} .

Osserviamo subito che, nel caso particolare in cui I'insieme X sia esso stesso un plu-
rintervallo, il numero mis(X) appartiene ad entrambi gli insiemi numerici (2.3.1) (quindi
¢ il massimo del primo di tali insiemi numerici ed il minimo del secondo); di conseguenza
si ha la seguente proposizione, che esprime la coerenza della misura secondo Peano-Jordan
con la misura elementare.

Proposizione 2.3.1. (Misurabilita secondo Peano-Jordan dei plurintervalli). Ogni plu-
rintervallo di R" ¢ misurabile secondo Peano-Jordan e la sua misura secondo Peano-Jordan
¢ uguale alla misura elementare.

Osserviamo inoltre che dalla equivalenza

)%%@ = 3T € Py, tale che f[;é@,HQX(4)

e dalla Proposizione 2.2.2 segue la

(3) Infatti, denotati con ¢ = (c1,...,¢p) e r il centro ed il raggio del disco C' e posto
a = (cr—r...,cn—r) , b= (aa+r...,ch+r),

¢ immediato verificare che risulta C C [a, b].
(4) L’implicazione <= ¢ ovvia. Per provare la = basta ricordare che si ha I’equivalenza

)O(#@ = I € 7, tale che ;#@,IQX

(cfr. la nota (?)).
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Proposizione 2.3.2. Sia X C R" un insieme limitato, misurabile secondo Peano-Jordan.
Allora mis(X) = 0 se e solo se X # 0.

Infine, anche se cio € un’ovvia conseguenza della Definizione 2.3.1 e della Proposizione
2.3.1, & utile osservare esplicitamente che la misurabilita di un insieme limitato X C R” si
caratterizza nel modo seguente.

Proposizione 2.3.3. (Caratterizzazione della misurabilita). Un insieme limitato X C R"

¢ misurabile secondo Peano-Jordan se e soltanto se per ogni e > 0 esistono I, II" € Py, tali
che:

HCXCcl' , mis(Il') — mis(Il) < €.

Dimostriamo adesso il
Teorema 2.3.1. (Proprieta della famiglia degli insiemi limitati e misurabili secondo
Peano-Jordan). Siano Xi;, Xo C R" due insiemi limitati, misurabili secondo Peano-
Jordan. Allora ognuno degli insiemi
X1UX2 R XlﬂXg € Xl\X2 5

e misurabile secondo Pean-Jordan.

Dimostrazione. Dimostriamo dapprima la misurabilita di X; U X5 e X7 N Xo.
Fissato un qualunque ¢ > 0, esistono, per ipotesi, II;, II}, Iy, IT, € Py, tali che

I; C X; CI, , mis(Il}) — mis(Il;) < ¢ i=1,2.
Per il Teorema 2.1.2, ¢) esistono pure IIj, I € P}, tali che
M, = I Ull, , INIL =0 , i=1,2,
e, per il Teorema 2.2.2, a), si ha
mis(IT;) = mis(IT}) + mis(IT;) i=1,2,
e quindi
mis(II7) < ¢ i=1,2.
Osserviamo che
I UTL, € X; U X, C II UL
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e che, grazie alla Proposizione 2.2.3, si ha

mis(IT] UTT,) = mis(Il; UTl, UTI] UTT) <
< mis(Il; UIlp) + mis(II]) + mis(II5) < mis(I; UIly) + 2¢

e quindi
mis(H’l UH/Q) — mis(H1 UHQ) < 2¢

Abbiamo cosi provato 'esistenza di due plurintervalli
P =1L uUll, , P = IIjUTll

tali che

PC X UX, CP |, mis(P)—mis(P) < 2.

Per Darbitrarieta di € > 0 cio prova la misurabilita di X; U Xs.
Osserviamo ancora che ¢

I NI, € X; N Xy C I NIILL
e inoltre
M, NI, = (I Uully) N (I UTL,) € (I, Nn1ly) U II} U II3 ;
ne segue (Teorema 2.2.2, b) e Proposizione 2.2.3)

mis(IT) NII,) — mis(I; N1Ip) <
< mis(IT; N1IIz) + mis(I7) + mis(II5) — mis(Il; N1ly) < 2,
dunque anche X; N X5 € misurabile.

Dimostriamo adesso la misurabilita di X; \ X3. Consideriamo, in un primo momento,
il caso particolare in cui sia

X1 = Re Py, e XQZXQ%-
Sia € > 0. Per ipotesi esistono II, II' € P, tali che:
MCXcCIl , mis(Il) — mis(Il) < ¢.
Per la Proposizione 2.2.5 esiste I1” € P}, tale che
' ci’ e mis(IT”) < mis(Il') + ¢ .

Posto
S =1I"nR,
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si ha . . .
SeP, , XCcun'nr=58, SCR

mis(S) < mis(IT”) < mis(Il') + & < mis(Il) + 2¢ .

Per il Teorema 2.1.2, c) esistono S*, II* € P}, tali che

R = S"UsS §*m§: 0,

—o

S = vl m* N = 0;

ne segue che
mis(II*) = mis(S) — mis(Il) < 2¢.

Da
IIC X CR e R = S*UIl*Ull

segue facilmente
R\X C S*ull".

Per la Proposizione 2.2.5 esiste 1" € P}, tale che
T C S* e mis(7) > mis(S*) — ¢ .

Osserviamo che da = € T segue = ¢ X (altrimenti = apparterrebbe a §* N §), pertanto
T C R\ X.
Infine, osserviamo che
mis(S* UII") — mis(T) = mis(S™) + mis(II*) — mis(T) <
mis(S™) + 2¢ — mis(T) < 3e.
Abbiamo cosi provato 'esistenza di due plurintervalli:
T , T = S*ull* |

tali che
TCR\XCT , mis(T) — mis(T) < 3¢.
Per I'arbitrarieta di € > 0 cio prova la misurabilita di R\ X = X; \ Xo.

Dimostriamo infine la misurabilita di X; \ X5 in generale. Sia R un plurintervallo tale
che

X,UX, C R .

Si ha, ovviamente,

X1\ X, = X1 N (R\ X2) .
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Poiché, per quanto gia dimostrato, R\ X5 & misurabile e lintersezione di due insiemi
limitati e misurabili &€ misurabile, ne segue che X; \ X5 & misurabile.

Ragionando per induzione si ricava facilmente il seguente corollario.

Corollario 2.3.1. Siano X1, ..., Xi C R" insiemi limitati, misurabili secondo Peano-
Jordan. Allora gli insiemi

X1U...UX]€ (& Xlﬂ...ﬂXk
sono misurabili secondo Pean-Jordan.

Teorema 2.3.2. (Proprieta della misura secondo Peano-Jordan degli insiemi limitati). La
misura secondo Peano-Jordan degli insiemi limitati gode delle sequenti proprieta.

a) Siano X, Y C R" insiemi limitati e misurabili secondo Peano-Jordan. Se X C Y,
allora
mis(X) < mis(Y)

(proprieta di monotonia).

b) Siano X1, ..., X C R" insiemi limitati e misurabili secondo Peano-Jordan, a due
a due privi di punti interni comuni. Allora

mis(X7 U ... U Xy) = mis(X;) + ... + mis(Xx)

(proprieta di finita additivita).

c) Siano X, Y C R" insiemi limitati e misurabili secondo Peano-Jordan. Allora
mis(X UY) + mis(X NY) = mis(X) + mis(Y)

(proprieta di modularita).

d) Siano X,Y C R" insiemi limitati, misurabili secondo Peano-Jordan e tali che
X CY. Allora
mis(Y \ X) = mis(Y) — mis(X)

(proprieta di sottrattivita).
Dimostrazione. a) Segue dall’inclusione insiemistica

{mise(II) : Me P, IC X} C {mise(Il) : T e Py, ICY}.

b) Fissato un qualunque € > 0, esistono, per ipotesi,
I1;, I, € Py, i=1,...,k,
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tali che

I, C X; C I, , mis(Il}) — mis(IL,) <% , i=1,... .k
Si ha allora, per la definizione di mis(X;),i=1,...,k,
k k k k
ZmiS(Hi) < Zmis(Xi) < ZmiS(H;) < ZmiS(Hi) + €.
i=1 i=1 i=1 i=1
D’altra parte i plurintervalli II;,...,1I; sono a due a due privi di punti interni comuni;

pertanto, per il Teorema 2.2.1, a), la definizione di mis(U¥_, X;) e la Proposizione 2.2.3, si
ha

k k k
3 mis(IT;) = mis( U Hi> < mis( U Xl-> <
i=1 i=1 i=1
k k k
< mis( UH;) < Y mis(l) < Y mis(IL) + ¢ -
i=1 i=1 i=1
Dalle due catene di disuguaglianze segue
k k
‘Zmis(Xi) - mis( U X¢> < e
i=1 i=1

e quindi, per 'arbitrarieta di € > 0, la tesi.

c¢) Si ha
XUY = XU(Y\X) e XNY\X)=20.

Ne segue, per la proprieta b),
(2.3.2) mis(X UY) = mis(X) + mis(Y \ X) .
D’altra parte si ha pure
Y = (YnX)u(Y\X) e YnX)n(Y\X) =0,
quindi, ancora per la proprieta b),
(2.3.3) mis(Y) = mis(Y NX) 4+ mis(Y \ X) .

Da (2.3.2) e (2.3.3) segue facilmente la tesi.

d) Segue dalla (2.3.2), tenendo presente che in questo caso ¢ X UY =Y.
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Il seguente esempio da risposta negativa alla domanda, che ¢ abbastanza naturale
porsi, se ogni insieme limitato risulti misurabile secondo Peano-Jordan.

Esempio 2.3.1. (Un sottoinsieme limitato di R" non misurabile secondo Peano-Jordan).
Sia A un intervallo chiuso non degenere di R” e sia X = A N Q". Si ha allora, tenendo
presente che Q" e R" \ Q" sono entrambi sottoinsiemi densi di R” e che A & un dominio,

X =0, X =A.
Di conseguenza ogni plurintervallo IT C X & privo di punti interni e quindi (Proposizione
2.2.2) si ha mis(II) = 0; invece, per ogni plurintervallo II" O X si ha
I'=1I' 2> X =A
e quindi
mis(IT") > mis(A) > 0.

In conclusione abbiamo che

sup{mis(Il) : e P, , IC X} = 0 ,
inf{mis,(I') : ' € P, , II' 2 X} > mis(A) > 0 ,

dunque 'insieme X non e misurabile secondo Peano-Jordan.

Osservazione 2.3.1. Osserviamo che 'insieme X = A N Q", considerato nel precedente
esempio, ¢ unione numerabile di insiemi misurabili secondo Peano-Jordan, precisamente di
intervalli degeneri; infatti possiamo scrivere

X = U{m}

rzeX

Pertanto la famiglia dei sottoinsiemi di R" misurabili secondo Peano-Jordan non é chiusa
rispetto all’unione numerabile.

La proposizione seguente servira, nel prossimo paragrafo, per mostrare la coerenza tra
la definizione generale di misurabilita e di misura secondo Peano-Jordan (Definizione 2.4.1),
che verra data in quel paragrafo, e quella gia introdotta in questo numero relativamente
al caso degli insiemi limitati (Definizione 2.3.1).

Proposizione 2.3.4. Sia X C R" un insieme limitato.

Linsieme X é masurabile secondo Peano-Jordan se e solo se ogni insieme X NI, con
I € Iy, ¢ misurabile secondo Peano-Jordan.

Se X e misurabile secondo Peano-Jordan, risulta

(2.3.5) mis(X) = sup{mis(XNI): I €7} .
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Dimostrazione. Se X & misurabile secondo Peano-Jordan, allora, per il Teorema 2.3.1, ogni
intersezione X N I, con I € 7, ¢ misurabile secondo Peano-Jordan. Viceversa, se e vero
che l'intersezione X NI & misurabile secondo Peano-Jordan qualunque sia I € 7;,, allora,
prendendo un intervallo J € 7, tale che J O X, quindi X N J = X, si ottiene subito che
anche X e misurabile secondo Peano-Jordan.

Se X ¢ misurabile secondo Peano-Jordan, il Teorema 2.3.2, a) assicura che il numero
mis(X) € un maggiorante dell’insieme numerico {mis(X NI) : I € Z,,}; d’altra parte tale
numero ¢ un elemento dell’insieme (basta considerare J € Zj tale che J O X); pertanto
vale la (2.3.5).

2.4. La misura secondo Peano-Jordan in generale.

Per estendere le nozioni di misurabilita e di misura secondo Peano-Jordan dal caso
degli insiemi limitati al caso generale, un modo abbastanza naturale di procedere ¢ quello
di decidere in merito alla misurabilita [ed alla misura] di un insieme X in base alla mi-
surabilita [ed alla misura] delle intersezioni X N I dell’insieme X con gli intervalli chiusi
I € 1, intersezioni che, essendo insiemi limitati, rientrano nell’ambito della teoria pre-
cedentemente svolta. Precisamente, diremo che X ¢ misurabile secondo Peano-Jordan se
tali intersezioni sono tutte misurabili e, in caso che cio si verifichi, chiameremo misura di
X l’estremo superiore delle misure delle predette intersezioni. Notiamo che tali definizio-
ni, da un punto di vista intuitivo, sono, in un certo senso, necessarie. Infatti ¢ naturale
attendersi che, se un insieme X & misurabile, allora X sia anche “localmente” misurabile,
cioe siano misurabili le intersezioni X N I e che le misure di tali intersezioni forniscano
un’approssimazione (per difetto) della misura di X via via sempre piu precisa man mano
che si considerano intervalli I sempre piu grandi.

Definizione 2.4.1. (La misurabilita e la misura secondo Peano-Jordan in generale). Sia
X un qualunque sottoinsieme di R” (limitato o no). Si dice che I'insieme X & misurabile
secondo Peano-Jordan se, comunque si consideri un intervallo chiuso I € Z;, l'insieme
limitato X N I risulta misurabile secondo Peano-Jordan nel senso della Definizione 2.3.1.
Se X & misurabile secondo Peano-Jordan, si chiama misura secondo Peano-Jordan di X

I'elemento di [0, +o0] che si ottiene considerando ’estremo superiore (in R) dell’insieme
formato da tutte le misure — nel senso della Definizione 2.3.1 — mis(X N 1), con I € 7},

Osservazione 2.4.1. (Coerenza). Dalla Proposizione 2.3.4 segue immediatamente che, se
X C R" & un insieme limitato, allora X e misurabile secondo la Definizione 2.4.1 se e solo
se lo e secondo la Definizione 2.3.1; inoltre, se X e misurabile, la misura di X secondo la
Definizione 2.4.1 e quella secondo la Definizione 2.3.1 coincidono.

La Definizione 2.4.1 ¢ dunque coerente con la precedente Definizione 2.3.1 relativa agli
insiemi limitati. D’ora in poi possiamo quindi omettere, senza rischio di ambiguita, ogni
ulteriore precisazione quando parliamo di misurabilita e di misura secondo Peano-Jordan
di un insieme limitato X C R" ed adoperiamo il simbolo mis(X) per designarne la misura.

Osserviamo inoltre che adesso la (2.3.5) vale, per definizione, per un qualunque insieme
misurabile X C R".
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Esempi 2.4.1. a) R" & misurabile secondo Peano-Jordan e mis(R") = +oo.
b) Q" non & misurabile secondo Peano-Jordan (cfr. 'Esempio 2.3.1).
c) Sia v € R e sia j un intero, 1 < j < h. L’insieme

L = {m:(xl,...,xh)GRh : afj:’y}

¢ misurabile secondo Peano-Jordan e mis(L) = 0. Infatti, per ogni I € Zj,, I'insieme L NI
¢ o I'insieme vuoto o un intervallo degenere.

Teorema 2.4.1. (Proprieta della famiglia degli insiemi misurabili secondo Peano-Jordan).
Siano X1, Xo due sottoinsiemi di R® misurabili secondo Peano-Jordan. Allora ognuno degli
msiems

(2.4.1) X1UXe , XinXe , Xi\ Xo
e misurabile secondo Peano-Jordan.

Dimostrazione. Fissato un qualunque I € 7j, gli insiemi limitati X; N1 e X5 N I sono
misurabili per ipotesi. Si ha inoltre

(XiuXo)NI = (XinI)u (XonI)
(XiNnXo)NI = (Xhanl)n(XonI)
(Xi\Xe) NI = (Xanl)\ (XoanI)

quindi, per il Teorema 2.3.1, ognuno dei precedenti tre insiemi ¢ misurabile secondo Peano-
Jordan. Per larbitrarieta di I € Zj, cid prova la misurabilita degli insiemi (2.4.1).

Per induzione si ottiene subito il

Corollario 2.4.1. Siano Xq,..., X C R"™ misurabili secondo Peano-Jordan. Allora anche
XiU...UX, e XinN...NXg sono misurabili secondo Peano-Jordan.

Teorema 2.4.2. (Proprieta della misura secondo Peano-Jordan). La misura secondo
Peano-Jordan gode delle sequenti proprieta.

a) Siano X, Y C R" misurabili secondo Peano-Jordan. Se X CY, allora
mis(X) < mis(Y)
(proprieta di monotonia).

b) Siano X1, ...,Xr C R insiemi misurabili secondo Peano-Jordan, a due a due
privi di punti interni comuni. Allora

mis(X7 U ... U Xg) = mis(X;) + ... + mis(Xx)

(proprieta di finita additivita).

27



c) Siano X, Y C R" misurabili secondo Peano-Jordan. Allora
mis(XUY) + mis(X NY) = mis(X) + mis(Y)

(proprieta di modularita).

d) Siano X, Y C R" insiemi misurabili secondo Peano-Jordan, tali che X C Y e
mis(X) < +oo0. Allora

mis(Y \ X) = mis(Y) — mis(X)
(proprieta di sottrattivita).

Dimostrazione. a) Per ogni I € Zj, s ha X N1 CY NI e quindi, per il Teorema 2.3.2, a)
e la definizione di mis(Y),

mis(XN7) < mis(YNI) < mis(Y) ;
si ha pertanto, per la definizione di mis(X),

mis(X) < mis(Y) .

b) Se & mis(X;) = +oo per qualche i = 1, ...k, allora, per la proprieta a), si ha pure
mis(X; U... U Xy) = 400 e la tesi & vera. Supponiamo quindi che sia mis(X;) < +oo per
ogni ¢ = 1,..., k. Osserviamo che per ogni I € 7}, risulta

(XiU..uXpy)nlI = (Xhinl)U...U (XxgnI)
e quindi, per il Teorema 2.3.2, b) e la definizione di mis(X}),...,mis(X}), si ha
mis((X7U...UXp)NI) = mis(X1NI) +... +mis(XpNI) < mis(Xy) +... +mis(Xy) ;
pertanto, per l'arbitrarieta di I € Zj, e la definizione di mis(X; U ... U X}), si ha pure

mis(X; U...UXg) < mis(Xy) +... + mis(Xy) .

Per dimostrare che vale anche la disuguaglianza contraria, osserviamo che, per la definizione
di mis(Xy),..., mis(Xy), per ogni € > 0 esistono Iy,..., I} € Z, tali che

mis(X; N1;) > mis(X;) — —, i=1,...,k.

| ™

Denotato con A un intervallo chiuso di R” tale che A D I; U... U I, risulta allora, per
per la definizione di mis(X; U...U X}) ed il Teorema 2.3.2, a) e b),

mis(X; U...UXg) > mis((X;U...UXp)NA) =
= mis((X1NA) U ... U (XxNA)) = mis(X;NA) +... +mis(XyNA) >
> mis(X1N1) +... +mis(XpN1k) > mis(Xy) +... +mis(Xg) — ¢
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e quindi, per 'arbitrarieta di € > 0,
mis(X; U...UXg) > mis(Xy) +... + mis(Xy) .

Cio completa la dimostrazione di b).

c¢) Poiché

XUY = XUY\X) , Xn{Y\X) =10,
Y = (YNnX)U(Y\X) , YnX)n(Y\X) =10,

si ha, per la proprieta b),

mis(XUY) = mis(X) + mis(Y \ X) |
mis(Y) = mis(Y NX) + mis(Y \ X) .

Se mis(X) = +o0o oppure mis(Y) = 400, allora, per la a), &€ pure mis(X UY) = +oo
e la tesi ¢ vera. Se mis(X), mis(Y) < +oo, allora, per la a), ¢ mis(X NY) < +oo,
mis(X \ Y) < 400 e quindi, per la (2.4.2), ¢ anche mis(X UY) < +o0. Pertanto (2.4.2) e
(2.4.3) sono uguaglianze tra numeri; la tesi segue allora con facili calcoli.

d) Segue facilmente dalla (2.4.3).

Per completare il capitolo, osserviamo che si ha la seguente importante caratterizza-
zione della misurabilita secondo Peano-Jordan.

Teorema 2.4.3. Un insieme X C R" ¢ misurabile secondo Peano-Jordan se e soltanto se
la sua frontiera 0X ¢é misurabile secondo Peano-Jordan ed ha misura nulla.

La dimostrazione del precedente teorema sara data nel successivo capitolo 4. Si di-

mostrera, anzi, un risultato pit completo (Teorema 4.5.1), del quale il Teorema 2.4.3 &
soltanto una parte.
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