17. Il teorema di Radon-Nikodym.

Nel Capitolo 13 (n. 13.10) abbiamo introdotto il concetto di misura con segno dotata
di densita rispetto ad una data misura . In questo capitolo ci occupiamo della ricerca
di condizioni (necessarie e/o sufficienti) affinché una misura con segno ¢, definita su una
o-algebra A, abbia densita rispetto ad un’assegnata misura u, anch’essa definita su A. 1l
risultato fondamentale in proposito ¢ il teorema di Radon-Nikodym, il quale asserisce che,
se la misura p € o-finita, allora la ¢ € dotata di densita rispetto a u se e soltanto se ¢ gode
della proprieta di essere assolutamente continua rispetto a u, cioe di assumere valore zero
su ogni insieme A € A tale che pu(A) = 0. La stessa ipotesi di o-finitezza di p assicura
inoltre — convenendo di identificare due funzioni misurabili se sono uguali quasi ovunque
— che la densita, quando esiste, € unica.

17.1. Integrazione rispetto ad una misura con densita.

Dato lo spazio di misura (€2, 4, ), supponiamo che f : © — R sia una funzione
A-misurabile e non negativa.

La funzione f ¢ p-quasi-integrabile e quindi ha senso considerare la misura con segno
fp avente densita f rispetto a p. Sappiamo anzi (Teorema 13.10.3) che in questo caso la
fp € una misura. Si viene pertanto a costituire un nuovo spazio di misura: (€2, A4, fu).

La proposizione che segue consente di ricondurre il calcolo degli integrali nello spazio
di misura (€2, A, fu) al calcolo di integrali nello spazio di misura originario (€2, .4, u).

Proposizione 17.1.1. (Integrazione rispetto ad una misura con densita). Dato lo spazio
di misura (Q, A, i), siano f,g: Q — R due funzioni A-misurabili, con f > 0.

La funzione g € fu-quasi-integrabile se e solo se il prodotto gf € u-quasi-integrabile.
Inoltre, se g é fu-quasi-integrabile, si ha l'uguaglianza

(17.1.1) [odtsw = [t i

Dimostrazione. Se la funzione g e a valori non negativi, allora g ¢ fu-quasi-integrabile
e, per lo stesso motivo, anche il prodotto gf ¢ p-quasi-integrabile; pertanto 1'unica cosa
da provare in questo caso e l'uguaglianza (17.1.1). Supponiamo dapprima che g sia una
funzione A-elementare e sia

k
g = Z a;l,,
i=1
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una sua rappresentazione normale; risulta allora

[odtsm = gamm) . iz;ai/&fdu -
= i:ai/%fdﬂ = /<§:aiﬂ,4i)fd/ﬁ = /gfdu :

dunque ¢ vera la (17.1.1). Per dimostrare che la (17.1.1) vale per una qualsiasi funzione A-
misurabile e non negativa g basta considerare una qualunque successione {v, } di funzioni
A-elementari tale che v,, T g ed osservare che si ha

/gd(fu) = Sup/vn d(fu) =

neN
(per quanto gia dimostrato)
= sup [oufdu =
neN

(per il Teorema di Beppo Levi)

= /gfdu

Infine, per dimostrare la proposizione nel caso generale, osserviamo che, essendo f > 0,
si ha

g f = @h™ . g f=(f)"

e quindi, grazie a quello che e stato gia provato,

[atatsn = [orin = [an)du

/g_ d(fp) = /g‘fdu = /(gf)_du ;

dalle precedenti uguaglianze segue facilmente ’asserto.

Supponiamo adesso che siano verificate le ipotesi della precedente proposizione e che
la funzione g risulti fu-quasi-integrabile, sicché il prodotto gf € p-quasi-integrabile. Ha
allora senso considerare le due misure con segno con densita g(fu) e (gf)p. Proviamo che
tali misure con segno coincidono.



Proposizione 17.1.2. Dato lo spazio di misura (Q, A, it), siano f,g: Q — R due funzioni
A-misurabili, con f > 0. Supponiamo inoltre che g sia fu-quasi-integrabile.
Risulta allora

(17.1.2) g(fr) = (@f)w .

Dimostrazione. Sia A € A. Dai Teoremi 13.10.2 e 13.10.1 segue che la funzione g1 ,
¢ fp-quasi-integrabile; pertanto, per la Proposizione 17.1.1, la funzione g1, f & p-quasi-
integrabile e si ha

[orudin = [ar,sdu.

/Agd(fu) - /Agfdu |

lg(fm)](A) = [(gf)ul(A) .
Per 'arbitrarieta dell’insieme A € A possiamo concludere che ¢ g(fu) = (gf)p-

cioe (Teorema 13.10.1)

vale a dire

17.2. Unicita della densita (1).

Poiché due funzioni uguali quasi-ovunque hanno integrali uguali, € immediato pro-
vare che, se due funzioni p-quasi-integrabili f, g sono uguali p-quasi-ovunque, allora le
corrispondenti misure con densita fu, gu coincidono.

Proposizione 17.2.1. Dato lo spazio di misura (Q, A, it), siano f,g: Q — R due funzioni

A-misurabili e p-quasi-integrabili.
Supponiamo che sia

(17.2.1) f=g9 p-q.o.

St ha allora
fo = gp .

Dimostrazione. Dalla (17.2.1) segue che per ogni insieme A € A risulta

f1,=91, p-qo.

[ = [ dn
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e quindi (Teorema 13.8.1)



cioe
(fu)(A) = (gu)(A) ;
per 'arbitrarieta dell’insieme A € A concludiamo che e fu = gpu.

Osserviamo che, in generale, da fu = gu non segue f =g p-q.o. Cio e mostrato dal
successivo esempio.

Esempio 17.2.1. Sia (€2, A, ) lo spazio di misura cosi definito:

Q= {ab} ; A=PO) ; pfa}) =0, p({b}) = +oo .

Allora, considerate le due funzioni costanti f =1 e g = 2, si ha
fu = gu = p,
ma non e vero che f =g p-q.o.
Si ha pero la seguente proposizione.

Proposizione 17.2.2. Dato lo spazio di misura (Q, A, 1), siano f,g: Q — R due funzioni
A-misurabili e p-quasi-integrabili.
Supponiamo che sia
fu = gu

e che una delle due funzioni f e g sia p-integrabile. Si ha allora

f=9 pqo.

Dimostrazione. Essendo

(fw)(©) = (g)(Q2) ,

I'ipotesi che una delle due funzioni f e g sia u-integrabile implica che anche I’altra funzione
¢ pu-integrabile.
La tesi da dimostrare e

p({f #9}) = 0 ;

poiché

{f#9t ={f>9tU{f <g},

cio equivale a

p({f > g}) = p{f <g}) =0 .

Poniamo

M = {f>g} .
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Per il Teorema 13.10.1 si ha
/ A dp = (fu)(M) / ol du = (gu)(M) |

pertanto, dato che la misura con segno fu = gu é finita (Teorema 13.10.3), le due funzioni
J1,,, g1,, sono entrambe p-integrabili; € inoltre evidente, per la definizione di M, che la
differenza f1, — g1, ¢ una funzione definita in tutto {2 che assume valori non negativi.
Si ha allora

/(fllM—gﬂM)du = /fllMdu - /gﬂM dp = (fp)(M) — (gu)(M) = 0
e quindi (Proposizione 13.8.1)
f1,, —g¢1,, =0 pqo. ,

vale a dire
“<{f]1M 7 g]lM}) =0,
cioe
p(M)=0 .

Abbiamo cosi provato che &

n{f > gH =0 .
Analogamente si prova che e pure

n({f <gh)=0 .

17.3. Assoluta continuita.

Passiamo ora ad occuparci della questione dell’esistenza della densita ed osserviamo,
come prima cosa, che si ha la seguente condizione necessaria.

Proposizione 17.3.1. Dato lo spazio di misura (Q, A, ), sia f : Q — R una funzione
A-misurabile e p-quasi-integrabile.
Allora, per ogni insieme A € A tale che u(A) =0, risulta (fu)(A) = 0.

Dimostrazione. Da pu(A) = 0 segue f1, =0 p-q.o. e quindi

() = [f1yau =0 .

Definizione 17.3.1. (Misure con segno assolutamente continue rispetto ad una data
misura). Sia (€2, A, 1) uno spazio di misura e sia ¢ una misura con segno definita sulla
o-algebra A.

Si dice che la misura con segno ¢ € assolutamente continua rispetto alla misura p, e
si scrive p<<pu, se vale la seguente implicazione

(AC) AcA |, A =0 = oA =0 .



Usando la terminologia introdotta con la precedente definizione, la Proposizione 17.3.1
puo essere riformulata nel seguente modo.

Proposizione 17.3.2. (Condizione necessaria per 'esistenza della densita). Dato lo spazio
di misura (0, A, p), sia ¢ una misura con segno definita sulla o-algebra A.
Condizione necessaria affinché la misura con segno ¢ ammetta densita rispetto alla

misura (4 € che ¢ sia assolutamente continua rispetto a .

La condizione necessaria espressa dalla precedente proposizione non ¢ in generale
sufficiente.

Esempio 17.3.1. Sia (€2, A, ) lo spazio di misura definito nel modo seguente:

2 e un insieme infinito, non numerabile ;
A = {AeP(Q) : Ae numerabile oppure A° ¢ numerabile } ;

1 € la restrizione alla o-algebra A della misura che conta i punti .

Sia ¢ la misura su A4 definita ponendo (cfr. I’'Esempio 5.3.4)

0 se A & numerabile,
p(A) = {

1 se A€ & numerabile.

Osserviamo che da A € A, pu(A) = 0 segue A = ) e quindi p(A) = 0; pertanto &
< .

Invece ¢ non ammette densita rispetto a pu. Cio si dimostra facilmente ragionando
per assurdo: se esistesse una funzione f :  — R, A-misurabile e u-quasi-integrabile, tale
che ¢ = fu, allora, per ogni elemento w € (2, risulterebbe

0 = pl@) = (@) = [ 11, du =

(dato che le funzioni f1 @ © f@)1 () SOmo uguali)

w}
— [ 1@, e = f@u@) = 1@ ;
conseguentemente si avrebbe f = 0 e quindi ¢ = 0, ma cio e assurdo.

Completiamo il paragrafo osservando che I’assoluta continuita di una misura con segno
equivale alla assoluta continuita delle sue variazioni.



Proposizione 17.3.3. Dato lo spazio di misura (2, A, 1), sia @ una misura con segno
definita sulla o-algebra A.

Sono fatti equivalenti:

) p<<p ;

2) pt<<p e ph << p ;

3) ot <<
Dimostrazione. 1) = 2) . Sia A € A tale che u(A) = 0. Per ogni insieme B € A tale
che B C A si ha u(B) = 0 e quindi, per l'ipotesi 1), ¢(B) = 0. Conseguentemente, per la
definizione di ¢ e ¢, risulta p*(A) = p~(A) = 0.

Le implicazioni 2) = 3) e 3) = 1) seguono immediatamente dalla definizione
di oT e dalla disuguaglianza |¢| < p*.

17.4. 1l teorema di Radon-Nikodym.

Premettiamo al teorema di Radon-Nikodym due lemmi. Il primo fornisce una carat-

terizzazione della o-finitezza; ’altro € una facile conseguenza del teorema della partizione
di Hahn.

Lemma 17.4.1. Sia (2, A, 1) uno spazio di misura.
Condizione necessaria e sufficiente affinché la misura p sia o-finita € che esista una
funzione h : Q — R, A-misurabile e p-integrabile, tale che

(17.4.1) 0 < h(w) < +00 Yw e Q.

Dimostrazione. La condizione ¢ necessaria. Sia {A,} una successione di insiemi appar-
tenenti a A, a due a due disgiunti e tali che u(A,) < 0o V¥n € N. Fissiamo, per ogni
n € N, un numero reale positivo «,, tale che a,u(A,) < 27" e poniamo

h = ianﬂAn
n=1

La funzione h & A-misurabile e verifica, ovviamente, la (17.4.1). Inoltre, applicando il
teorema di integrazione per serie, si ha che h € p-integrabile.

La condizione e sufficiente. Poniamo, per ogni n € N,
B, = {h>1)

e osserviamo che, essendo per ipotesi h > 0 in tutto €2, la successione {B,} di insiemi
appartenenti a A, che cosi si ottiene, ¢ tale che B,, T €2. Si ha inoltre, per ogni n € N, per
la disuguaglianza di Cebicev,

W(Ba) < [ hdi < oo

dunque p € o-finita.



Corollario 17.4.1. Sia (2, A, ) uno spazio di misura, con p o-finita

Esiste una funzione h : Q — R, A-misurabile e non negativa, tale che la corrispondente
misura con densita hy € finita e vale inoltre, per A € A, l’equivalenza

WA = 0 = (hp)(A4) = 0

Dimostrazione. Per il lemma precedente esiste una funzione h : Q — R, A-misurabile e
p-integrabile, verificante la (17.4.1). Poiché la funzione h & p-integrabile, la misura hu &
finita. Inoltre, se A € A, per la Proposizione 17.3.1 vale I'implicazione

pAd) = 0 = (hu)(4) = 0 .

Proviamo che vale pure 'implicazione contraria: se ¢ (hu)(A) = 0, cioe [hl, du = 0,
allora, per la Proposizione 13.8.1, si ha hl, = 0 p-q.0.; essendo h > 0 in tutto 2, cio
equivale a dire che ¢ u(A) = 0.

Lemma 17.4.2. Sia A una o-algebra in un insieme ) e siano o, T due misure finite su
A, tali che o(Q2) < 7(Q).
Esiste un insieme Q' € A tale che

o() < 7() ,

o(A) < 7(A) VAeQ'NnA.

Dimostrazione. La differenza ¢ = 7 — ¢ € una misura con segno finita, definita sulla o-
algebra A. Consideriamo una partizione di Hahn I'™, '~ relativa a ¢ e poniamo ' = T'".
Si ha

() = p(Q) —o(I7) > p(Q) = 7(Q) —o(Q) >0

e quindi

o() <7(Q) ;

risulta inoltre, per ogni insieme A € Q' NA=T7"N A,

T(A) — od(A) = ¢(A) > 0 .

Teorema 17.4.1. (Teorema di Radon-Nikodym). Siano (2, A, u) uno spazio di misura,
con | o-finita, e @ una misura con segno su A.

Condizione necessaria e sufficiente affinché la misura con segno ¢ ammetta densita
rispetto a p e che sia p<<p.

Dimostrazione. La necessita della condizione ¢ gia stata dimostrata (Proposizione 17.3.2).
Per dimostrarne la sufficienza distinguiamo quattro casi.
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Primo caso: ¢ ¢ una misura e si ha ¢(2) < 400, p(Q2) < 400

Consideriamo l'insieme G costituito da tutte le funzioni g : Q — R, A-misurabili e
non negative, tali che gu < ¢, cioe

(gn)(A) < o(A) VAe A .

Osserviamo che la funzione identicamente nulla appartiene a G, quindi G # ). Osserviamo
inoltre che da g1, g2 € G segue che anche la funzione

g = max{gla 92}

appartiene a G; infatti, posto

Ay = {1 > g2} , A2 = {1 < g2}

per ogni A € A risulta

(g)(A) = (gu)(AN A1) + (gu)(ANAg) =

= /g]lAﬂAl i+ /g]lAﬁAz du =

dato che g1 e gl
( g g

ana, = 911,04 ANAs 92]1A0A2)

:/gl:ﬂAmAl d/J/ + /gQ]lAﬂAg dlu’ =

= (u)(AN A1) + (g2u)(ANAz) < (AN A1) + p(ANAz) = p(A)
v = Sup{/gdu : geg}

/ gdp = (gu)(@) < Q) Vgeg .

Poniamo

ed osserviamo che, essendo

risulta v < 4o00. Dimostriamo che esiste f € G tale che [ fdu =~. A tale scopo, fissata
una qualunque successione {g*} di funzioni appartenenti a G tale che

lim [ g,dp = ~

n—oo



(Pesistenza di una successione siffatta e assicurata dalle proprieta dell’estremo superiore),
consideriamo la successione {g,} definita ponendo

gn = max{g],..., g} VneN,
sicché risulta
9n < In+1 Vn eN .

Grazie ad un’osservazione fatta in precedenza si ha che pure le funzioni g,,, n € N, appar-
tengono a G; inoltre, dato che per ogni n € N si ha g, > g e quindi

/gndu > /g?;du ,

lim /gnd,u =75 .
n—oo

anche per la {g,} & vero che

Consideriamo la funzione

f = supgy
neN

Per il teorema di Beppo Levi, per ogni A € A, si ha
() = [ 11, dn =

= /sup(gn]lA)d,u = sup/(gnllA)du =
neN neN

= sup(gar)(4) < @(4)

quindi f € G; inoltre, sempre per il teorema di Beppo Levi, si ha

/fduz Sup/gnduz’y-
neN

Dimostriamo che € ¢ = fu.

Osserviamo, a tale scopo, che, essendo fu < ¢, la funzione d’insieme 7 = ¢ — fu e
una misura sulla o-algebra A, per cui e sufficiente provare che e 7(£2) = 0.

Supponiamo per assurdo che sia 7(€2) > 0. Essendo o<<p, fu<<p, si ha pure 7<<p,
per cui la disuguaglianza 7(€2) > 0 implica laltra p(€2) > 0.

Denotato con 3 il numero positivo




si ha
T(Q) = 26u(Q) > Bu()

e quindi, per il Lemma 17.4.2, esiste un insieme ' € A tale da aversi

(17.4.2) Q) > Bu(Q)
e inoltre
(17.4.3) T(A) > Bu(A) VAec Q' NnA.

Per completare la dimostrazione relativa a questo caso, facendo vedere che l'ipotesi
7(£2) > 0 conduce ad una contraddizione, consideriamo la funzione .4-misurabile e non
negativa

fo = f + AL,

Tale funzione appartiene a G; infatti, qualunque sia l'insieme A € A, si ha
(o)) = [ (74815 )L, = (F)(A) + Bu(ANE) <
(per la (17.4.3))

< (fu)(A) + T(ANQ) < (fu)(A) + 7(A) = p(A) .
D’altra parte si ha
/fodﬂ = /fdu + Bu() = v + Bu(€) ;

inoltre, per la (17.4.2), si ha 7(©') > 0 e quindi, dato che T7<<p, si ha pure u(Q2’) > 0; ne
segue la contraddizione

/fod,u >y = Sup{/gdu : geg}

Secondo caso: ¢ & una misura e si ha p(2) = 400, u(2) < +00.

Proviamo che esiste una successione €2y, 21, €5, ... di insiemi appartenenti alla o-
algebra A, a due a due disgiunti, tali che
o.@]
U =0
n=0

e aventi inoltre le seguenti due proprieta:
i) AeQnNA = ¢(A) =pu(A) =0 oppure pu(A) >0 e p(A) = +o0;
i) o(Q,) < 400 Vn=1,2,...
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Per dimostrare cio consideriamo la famiglia di insiemi
Q ={QeA : p(A) < +0}

e poniamo
o = sup{u(@) : Qe Q) |

Dato che la misura p € finita, si ha o < +00. Denotata con Q7, @3, ..., @), ... una
successione di insiemi appartenenti a Q tale che

lim p(Q,) = «

n—oo

(successione che esiste per le proprieta dell’estremo superiore), poniamo
Qn = QT U...UQ, Vn € N ;

¢ immediato verificare che anche la successione 1, @2, ..., @n, ... di insiemi apparte-
nenti a @, che cosi si ottiene, e tale che

lim p(Qn) = a

n—oo

si ha inoltre, ovviamente,

Qn - Qn—i—l VYn € N .
Consideriamo la successione di insiemi €2g, €21, €25, ..., ottenuta ponendo
0 = Ql s Q, = Qn \ Qn—l Vn > 2 s

QO = (U Qn) )
n=1

e verifichiamo che tale successione ha le proprieta richieste.
E ovvio che gli insiemi €2, 21, 25, ... appartengono ad Q, sono a due a due disgiunti
ed hanno per unione l'insieme Q). E altresi facile verificare che vale la ii); infatti si ha

©(Qn) < 9(Qn) < +o00 Vn=1,2,...

Dimostriamo che vale pure la i). A tale scopo, essendo per ipotesi p<<pu, e sufficiente
provare che vale I'implicazione

AecQnA, p(A) <400 = pu(Ad)=0 .

Per dimostrare cio osserviamo che, dato che I'insieme A appartiene a Q per ipotesi, per
ogni n € N si ha pure AUQ,, € Q e quindi (tenendo presente che, per la definizione di €,
gli insiemi A e @,, sono disgiunti)

w(A) + p(@n) = p(AuQy,) < a ;
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dalla precedente disuguaglianza, passando al limite per n — oo, si ottiene pu(A) < 0,
dunque p(A) = 0.
Poniamo, per ogni n =0,1,2,... ed ogni A € A,

Un(A) = ,UJ(AF\'Qn> = (]lgnﬂ)(A) )

Cpn(A) = @(Amﬂn) = (]lgngo)(A)

Per ognin =0,1,2,... le funzioni d’insieme p,, e ©,, sono due misure su A tali che ¢,, << i,
(cio segue facilmente dal fatto che & p<<pu); inoltre, per n > 1, le due misure pu,, e p,
sono finite e quindi, per quanto e stato dimostrato nel primo caso, esiste una funzione
A-misurabile f,, : Q — R, a valori non negativi, tale che ¢, = f,u,. D’altra parte, per
n = 0, e facile verificare che, denotata con fy la funzione costante +oo, si ha @y = pg;
infatti (+-00)uo(A) vale 0 oppure +00 a secondo che sia ©(ANQy) = 0 oppure u(ANY) > 0;
in ogni caso, per la proprieta i), & vera l'uguaglianza pg(A) = (+00)ue(A).
Consideriamo la funzione 4-misurabile e non negativa

F=Y falg
n=0

e proviamo che risulta ¢ = fu. Infatti, per ogni n = 0,1,2,...,si ha {f = f,} D Q, e
quindi, dato che u,(QS) = 0, risulta f = f,, un-q.0., da cui, per la Proposizione 17.2.1, si
ricava che € ¢, = fu,. Si ha allora, per ogni A € A,

p(A) = Y p(ANQ,) = > pa(A) =
n=0 n=0

- g/Afdun - g/mdun .

(tenendo conto del fatto che & pp= >~ p, e applicando la Proposizione 13.5.4)

— [ f1au = ()

Terzo caso: ¢ € una misura.

Poiché p1 & o-finita esiste (Corollario 17.4.1) una funzione h : Q — R, A-misurabile e
non negativa, tale che la misura hu e finita e vale inoltre, per ogni A € A, I'equivalenza

(hu)(4) = 0 <= p(A) =0 .

Se ne deduce che & p<<hu e quindi, per quanto dimostrato nei due casi precedenti, esiste
una funzione g : 2 — R, A-misurabile e non negativa, tale che ¢ = g(hu). Posto f = gh,
per la Proposizione 17.1.2 si ha ¢ = fpu.
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Quarto caso: € una misura con segno.

Per la Proposizione 17.3.3 si ha ot <<pu, ¢~ <<p e quindi, per quanto ¢ stato gia
dimostrato nei casi precedenti, esistono due funzioni g1,¢9> : 2 — R, A-misurabili e non

negative, tali che

ot =g, 9 = gop .

Almeno una delle due misure ™, ¢~ ¢ finita; supponiamo, per fissare le idee, che sia
¢t < 4o00. Ne segue (Teorema 13.10.3) che la funzione g; ¢ p-integrabile e quindi si
ha (Teorema 13.8.2) g1 < 400 p-q.0. Grazie alla Proposizione 17.2.1 possiamo allora
supporre che sia g; < 400 in tutto £ (si tratta di sostituire, se necessario, alla funzione g;

la gl]l{gl<+oo})'

Consideriamo la funzione A- misurabile (definita in tutto Q) f = g1 — g2 e dimostriamo
che tale funzione ¢ p-quasi-integrabile e risulta ¢ = fu.
Osserviamo che si ha

fT = max{g1 — 92,0} < g1 ,
quindi fT & u-integrabile e pertanto f & u-quasi-integrabile. Poiché in tutto 2 si ha
g =g = fT=f,
si ha pure (dato che f*,g; < +00)
g+ [T =f +a
e quindi risulta, per ogni insieme A € A,
gpl, + ff1, = f71, + g1l
Integrando si ottiene
p(A) + (fTu)(4) = (fTwA) +¢7(4) ,
cio¢ (Teorema 13.10.3)
e (A) + (f)™(4) = (fn) (A +¢"(4) ,
da cui, tenendo presente che
pT(A) < too , (fW)T(A) = (fTu)(4) < +oo
segue che e
p(A) = ¢7(4) — ¢ (4) = (fw™(4) = (fu)~(4) = (fu)(4) .
Cio completa la dimostrazione del teorema.

14



17.5. Unicita della densita (2).

Le stesse ipotesi del teorema di Radon-Nikodym garantiscono 'unicita della densita
(naturalmente a patto di identificare due funzioni uguali u-quasi-ovunque).

Teorema 17.5.1. (Unicita della densita). Sia (€2,.A, ) uno spazio di misura e supponiamo
che la misura p sia o-finita. Siano inoltre f,g : Q@ — R due funzioni A-misurabili e p-
quasi-integrabili.

Se le due misure con segno fu e gu coincidono, allora ¢ f =g p-q.o.
Dimostrazione. Posto ¢ = fu = gu, distinguiamo quattro casi.

Primo caso : la misura con segno ¢ ¢ finita.

In questo caso le due funzioni f e g sono entrambe p-integrabili (Terorema 13.10.3);
I’asserto segue allora dalla Proposizione 17.2.2.

Secondo caso : f,g >0; () =4o00; () < +oco.

Dalla dimostrazione del teorema di Radon-Nikodym (secondo caso) segue 'esistenza
di Qq, 21, O, ... € A, insiemi a due a due disgiunti e tali che UZOZO Q, = Q, aventi
inoltre le due proprieta:

i) AeQNA = ¢(A) = pu(A) =0 oppure y(A) > 0 e p(A) = +oo;
i) o(Q,) < +oo Yn=1,2,...

La ii) assicura che per ogni n = 1,2,... la misura 1, ¢ e finita; d’altra parte si ha

Q
I, ¢ = 1y (fp) = (g Hlr g ¢ = 1, (gu) = (1g 9)p ;
pertanto, per il caso gia trattato, risulta
]lQ"f = ]IQng [4-q.0.
Proviamo che anche per n = 0 si ha
]lﬂof = ]lQOg 1-.0.
Precisamente, facciamo vedere che e
(17.5.1) 1, f =1, (+00) p-q.o.

(analogamente si dimostra che ¢ pure 1, g = 1, (4+00) p-q.0.). Infatti, dire che vale la
(17.5.1) equivale a dire che ¢

W{1, ] # 1, (+00)}) = 0 .
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cioe
p(QoN{f < +oo}) = 0 .

Per provare I'ultima affermazione osserviamo che e
oo
Qo N{f< +o0} = [ J(Q@n{f<r})
r=1
e che, per ogni r =1,2,..., risulta
p(Qon{f<r}) =0 ;
infatti, supponendo per assurdo che sia

Qo n{f<r}) >0,

per la i) si ha pure
p(QoN{f <r})=+o0c

e quindi si ottiene la contraddizione

too = p(Qn{f<r}) =

- /f]lﬂoﬁ{fﬁr} du < /T]lQoﬂ{fS?"} dp =

= ru(QoN{f <r}) < +oo .

A questo punto possiamo affermare che p-quasi-ovunque in 2, e precisamente nel
complementare dell’insieme di misura nulla

U {]lan#:“Qng} 5
n=0

risulta

f= lelan = Z]lanf = Z]lgng = gZ]lQn =9 -
n=0 n=0 n=0 n=0

Terzo caso : f,g > 0.

Poiché p & o-finita, il Corollario 17.4.1 assicura l’esistenza di una funzione h : Q — R,
A-misurabile e non negativa, tale che risulti

(hp)(22) < +oo
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e valga inoltre, per A € A, I'’equivalenza
(17.5.2) (hu)(A) = 0 <= u(4) = 0 .
Essendo

f(hu) = (fh)p = h(fp) = hign) = (gh)u = g(hp) ,

per i casi precedentemente trattati si ha f = ¢ hu-q.o., ma cio, per la (17.5.2), equivale a
dire che ¢ f =g p-q.o.

Quarto caso : dimostrazione del teorema in generale.
Si ha
fro = (fw™ = (gu)" = g'n

e, analogamente,

7w =9np;
per il caso precedente risulta allora
ff=9" wao. , [T =g pqo ;
ne segue, ovviamente, che e
/=9 pqo.

17.6. Assoluta continuita secondo Vitali e secondo Caccioppoli.

Altre due importanti proprieta di cui puod godere una misura con segno, oltre all’as-
soluta continuita, sono ’assoluta continuita secondo Vitali e I'assoluta continuita secondo
Caccioppoli.

Definizione 17.6.1. (Misure con segno assolutamente continue secondo Vitali rispetto ad
una data misura). Sia (€, A, 1) uno spazio di misura e sia ¢ una misura con segno definita
sulla o-algebra A.

Si dice che la misura con segno ¢ € assolutamente continua nel senso di Vitali (o
secondo Vitali ) rispetto alla misura p se in corrispondenza di ogni numero € > 0 & possibile
determinare un altro numero 6 > 0 avente la proprieta che per ogni insieme A € A, la cui
misura p(A) & minore o uguale a ¢, risulta soddisfatta la disuguaglianza |p(A)| < e:

(V) Ve>0 36>0 : AcA, wA)<i = |p(4)<e .

Per indicare che ¢ e assolutamente continua secondo Vitali rispetto a p adoperiamo
la notazione

v
p<pu .
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Definizione 17.6.2. (Misure con segno assolutamente continue secondo Caccioppoli ri-
spetto ad una data misura). Sia (£2,.A,u) uno spazio di misura e sia ¢ una misura con
segno definita sulla o-algebra A.

Si dice che la misura con segno ¢ e assolutamente continua nel senso di Caccioppoli
(o secondo Caccioppoli) rispetto alla misura p se in corrispondenza di ogni numero € > 0 ¢
possibile determinare un altro numero § > 0 ed un insieme L € A, con u(L) < 400, aventi
la proprieta che per ogni insieme A € A, tale che la misura u(AN L) dell’intersezione AN L
¢ minore o uguale a d, risulta soddisfatta la disuguaglianza |p(A)| < e:

(C) Ve>0 30>0, dLe A, u(l) < 40

Ac A, p(ANL)<oéo = |p(4)|<e .

Per indicare che ¢ ¢ assolutamente continua secondo Caccioppoli rispetto a pu adope-
riamo la notazione

C
p<pu .

Teorema 17.6.1. (Relazioni tra i vari tipi di assoluta continuita). Sia (2, A, u) uno
spazio di misura e sia @ una misura con segno definita sulla o-algebra A.
Valgono le sequenti implicazioni:

C v
(17.6.1) P<<p = <LK u =  p<<u

Y
Se ¢ ¢ finita, allora si ha pure <<y — E<<u .

\Y C
Se ¢ ¢ finita e p e o-finita, st ha limplicazione p<<pu =—> p<<u . La stessa
implicazione vale pure nel caso in cui € finita.

Dimostrazione. Le implicazioni (17.6.1) si verificano facilmente. Per dimostrare che

\
p<<pu = p<<u basta osservare che, se per ipotesi vale la (V), allora, considerato
un qualunque insieme A € A, con u(A) = 0, dato che & u(A) < 6 per ogni § > 0, risulta

C \%
|p(A)| < e per ogni e > 0 e quindi si ha ¢(A) = 0. Per dimostrare che p << = << p
basta osservare che, se per ipotesi vale la (C), allora, per ogni € > 0, considerato il numero
d > 0 che esiste in virtu della (C), per la monotonia della y si ha

Ac A pn(A)<d = AcA wANL)<é = |p(A)|<e ,

dunque ¢ vera pure la (V).

v
Proviamo che se ¢ ¢ finita, allora p<<p =— @ << p . Supponiamo, per assurdo,
che ¢ non sia assolutamente continua secondo Vitali rispetto a p. Esiste allora un numero
e > 0 tale che, comunque si prenda § > 0, € sempre possibile trovare un insieme A € A, con
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pn(A) <4, per il quale risulta |p(A)| > €. Possiamo pertanto considerare una successione
{A,,} di insiemi appartenenti alla o-algebra A tale che

u(A,) < 27" ) lp(Ap)| > € VneN.

Consideriamo l'insieme

A = lim"A, .

n—oo

Per ogni n € N si ha, per le proprieta di monotonia e di o-subadditivita di p,

pA) < pApUAnpi UAnpU.) <0 p(An) + p(Ansr) + p(Ang2) +..0 <

< 9mgo ) L o=(n42) 4 = 9-(r-D)

e quindi, passando al limite per n — oo, si ottiene che ¢ u(A) = 0. D’altra parte, dato che
T & una misura finita, per la Proposizione 16.1.2 si ha

p(4) = lim "pT(A,)

n—oo

e quindi, essendo
p(An) 2> fp(An)] > e vneN,

si ha pure
pr(A) > e

Abbiamo cosi trovato un insieme A € A tale che u(A4) = 0 e p*(A) > 0. Ne segue
che T non & assolutamente continua rispetto a p, ma cio & assurdo poiché, essendo per
ipotesi ¢<< 1, per la Proposizione 17.3.3 si ha pure ¢®<<pu.

\Y C
Proviamo adesso che se ¢ e finita e pu & o-finita, allora p <<y = P <<y .

Fissiamo una successione {A,} di insiemi appartenenti ad A, a due a due disgiunti,
tali che

o0
pA,) <+oo VneN , |JA,=0

n=1

ed osserviamo che, essendo ¢* una misura finita ed avendosi

AppiUA, U0 | 0D,
per la proprieta di (-continuita risulta
(17.6.2) lim (A, 1 UAppU..) = 0 .
n—oo
Assegnato un qualunque ¢ > 0, per ipotesi esiste un § > 0 tale che

(17.6.3) AcA |, pA)<s = |pA)] <

N|m
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inoltre, per la (17.6.2), esiste m € N tale che
(1764) g@i (Aﬁ_i_l U Aﬁ+2 U.. ) S % .

Posto
L = A U...UA7; ,

si ha, ovviamente, L € A e u(L) < 400, sicché per ottenere la tesi & sufficiente mostrare
che vale I'implicazione

AcA, W(ANL)<s = |p(A)] < e ;

e infatti, se A€ A, u(ANL)<§,siha

[p(A)] = lp(ANL) + (AN L) < |p(ANL)] + |p(A\L)] <
(per la (17.6.3))
< 5§+ le(AND)] < 5 + ¢F(A\L) <
(per la proprietd di monotonia di ¢* e la (17.6.4))

< £+ [pH@Q\D)] = § + ¢*(An1UARpU..) <

[N}
+
N[0
I
™

\ C
Proviamo infine che, se p e finita, allora p<<p = << .
Per ipotesi, assegnato un qualunque € > 0, esiste 6 > 0 tale che

(17.6.5) Ac A, u(hd) <6 = |p4)] < e .
Scelto L=Q,siha L € A, u(L) < 400 e la (17.6.5) puo scriversi

Ace A, n(AnL) <6 = |p4)| < e,
. C
dunque € ¢ << .

\
Esempio 17.6.1. (p<<p == o<<p). Sia (2, A, u) = (R", L}, my) e sia p = (+00)my, ,
cioe

o(A) :{ 0 seAcLy, my(A)

+00 se Ae Ly, mp(A) >0.
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v
Risulta (Proposizione 17.3.2) ¢<<pu, ma non & vero che ¢ << p; infatti, fissato ¢ > 0,
per ogni § > 0 esistono insiemi A € A tali che 0 < u(A) < § e per questi insiemi si ha
¢(A) = +00, dunque la disuguaglianza |p(A)| < ¢ & falsa.

v C
Esempio 17.6.2. (p<<pu == @<<u). Sia (2, A, ) il seguente spazio di misura:
Q=N ,; A=PN) ; wu{n}) =1 ¥neN

v
e sia ¢ = p. Ovviamente si ha ¢ << pu (per verificare la (V) basta prendere § < ¢).

Invece non ¢ vero che <p<(<j,u; infatti da L € A, u(L) < 400 segue u(L°) = 400, cioe

©(L°) = +o00, e quindi la (C) non puo essere verificata (se valesse la (C), allora, per ogni

e > 0, per il corrispondente insieme L dovrebbe essere vera la disuguaglianza |p(L°)| < €).
Osserviamo che la misura p € o-finita, mentre la ¢ non e finita.

Esempio 17.6.3. (g0<\é/ut = <p<2u). Sia (€2, A, ) il seguente spazio di misura:
Q= {ad} ; A=PQ ; w({a}) =1, u({d}) = +co .

Sia inoltre ¢ la misura su A tale che
p({a}) = o({b}) =1 .

. \
E immediato verificare che & ¢ << p; infatti, fissato un qualsiasi € > 0, se si prende ¢ in
modo che sia 0 < 0 < 1 si hanno le implicazioni

AcA, p(A) <6 = A =0 = |pA)] <e,

dunque ¢ vera la (V). Invece non & vero che ¢ <2 w; infatti, se L € A e tale che pu(L) < 400,
allora si ha L C {a}, quindi L° D {b}, pertanto ¢(L°) > 1, dunque la (C) ¢ falsa (basta
prendere € < 1).

Notiamo che ¢ € finita, mentre p non e o-finita.

Anche se si tratta di un’ovvia constatazione e utile osservare esplicitamente che il
Teorema 17.6.1 ammette il seguente corollario.

Corollario 17.6.1. Sia (2, A, 1) uno spazio di misura, con p o-finita, e sia ¢ una misura
con segno finita, definita sulla o-algebra A.
Valgono allora le equivalenze

Vv C
6. P = p<<pu = p<< [
17.6.6

Dal Corollario 17.6.1, tenendo presente la Proposizione 17.3.2 e ricordando il Teorema
13.10.3, segue in particolare che, se la misura p € o-finita, allora, considerata una qualsiasi

— C
funzione h : 2 — R, A-misurabile e u-integrabile, si ha hp << p.
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In realta, come dimostriamo subito dopo, I'implicazione

C
h p-integrabile — hu<<p
€ vera in un qualunque spazio di misura; non occorre adottare 1'ipotesi che la u sia o-finita.

Proposizione 17.6.1. Sia (2, A, 1) un qualsiasi spazio di misura.

_ C
Per ogni funzione h : Q — R, A-misurabile e p-integrabile, si ha hp << p .

Dimostrazione. Consideriamo l'insieme E = {h # 0} e la misura 1.
Verifichiamo che la misura 1 u ¢ o-finita. Infatti, posto

An:{‘h|2%} vnENa
possiamo esprimere I'insieme €2 nel modo seguente:
Q) = ESUE = EFCUAUA,U... ;
d’altra parte, per la disuguaglianza di Cebicev, per ogni n € N risulta u(A,) < 400 e
quindi, a maggior ragione, (]1 5 ,u) (A,) = p(A, N E) < +oo; risulta inoltre, ovviamente,
(T1,p)(E) = u(E°NE)=0.
Verifichiamo che si ha pure hu<<1_u. Infatti, preso un qualunque insieme A € A

tale che (1,u)(A) =0, cioe u(AN E) =0, si ha

(hu)(A) = (hn)(ANE) + (hu)(ANE°) =

(dato che per la Proposizione 17.3.2 & hu<<pu e quindi risulta (hu)(AN E) = 0)

= (hw)(ANE°) = /AmEchdu = /hllAmEC dp = 0 ;

(I'ultima uguaglianza segue dal fatto che, per la definizione di E, nell’ultimo integrale la
funzione integranda & la funzione identicamente nulla).
Dato che la misura 1,u & o-finita, per il Corollario 17.6.1 possiamo concludere che

C
e hp << 1 u; pertanto, fissato ad arbitrio € > 0, esistono in corrispondenza un numero
' >0 ed un insieme L' € A, con (1,u)(L") < 400, tali che

(17.6.7) Ac A, (A p)(AnL)<d = |[(hp)(A)]<e .
Posto 6 = ¢', L=L'NE, si ha
LeA |, plL) =L NnE) = (1,p)L) < +oo
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e la (17.6.7) puo scriversi

Ac A, W(ANL)<s = |(hu)(A)|<e .

C
Per D'arbitratrieta di € > 0 cio dimostra che ¢ hpy << .

Osservazione 17.6.1. Gli Esempi 17.6.1 (h = 4+00) e 17.6.2 (h = 1) mostrano che nella
precedente proposizione non ¢ lecito rimpiazzare 'ipotesi di p-integrabilita della funzione
h con quella di p-quasi-integrabilita, neanche se la misura p ¢ o-finita.

Terminiamo il capitolo evidenziando un parziale viceversa della Proposizione 17.6.1.

Proposizione 17.6.2. Sia (2, A, 1) uno spazio di misura e sia h : Q — R una funzione
A-misurabile e p-quasi-integrabile. Supponiamo inoltre che la funzione h sia a valori reali.
C
Se hy <<, allora h é p-integrabile.

C
Dimostrazione. Dall’ipotesi hu << p segue (prendendo € = 1) l'esistenza di § > 0e L € A,
con p(L) < +o0, tali che

Ac A, W(ANL) <6 = ‘/hdu‘ <1
A
e quindi, a maggior ragione,
(17.6.8) Ac A, n(AnNnL) <§ = /hdueR .
A

Fissato un qualsiasi n € N, per la finita additivita di hy possiamo scrivere

/hd,u:/hdu—f—/hd,u:
L c

:/ hd,u-l—/ hd,u—l—/hdu.
LO{|h|<n} LO{|h|>n} Le

/ hdu , / hdp
Lof[h|<n} ©

hanno entrambi valore finito; il primo per la Proposizione 13.7.4, dal momento che e

Gli integrali

pw(LN{lh] <n}) < w(l) < 400 sup  |h] < n < 400 ;
Lo{|p|<n}

il secondo per la (17.6.8) dato che pu(L°NL) =0 <.
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Per completare la dimostrazione facciamo vedere che per n sufficientemente grande

anche l'integrale
/ hdu
Lf[h|<n}

ha valore finito. Infatti, dato che la f & a valori reali, si ha
La{p <n} |0
e quindi, per la proprieta di (-continuita di p (si tenga presente che &
w(LNA{lh] >n}) < pu(l) < +oo Vn e N),

risulta
lim u(LN{lh| >n}) = 0 ;

di conseguenza si ha, per n sufficientemente grande,
w(LOA[h >n}) <0

e quindi, per la (17.6.8),
p(LN{lh| >n}) eR .

Osservazione 17.6.3. Nella precedente proposizione I'ipotesi che la funzione h sia a valori
reali e essenziale. Cio € mostrato dal successivo esempio.

Esempio 17.6.4. Sia (0, A, i) il seguente spazio di misura:
Q#E0; A={0,9 ; p®) =1

e sia h la costante +o00.

C
La funzione h & A-misurabile e p-quasi-integrabile; risulta inoltre hp << p; infatti,
fissato un qualsiasi € > 0, se si prende 0 < d < le L = (quindi L € A e pu(L) < +00),
valgono le implicazioni

AcA, WANL)<s = A =0 = |(hp)(Ad)|<e .

Tuttavia la funzione h non e p-integrabile, dato che

/hd,u:+oo.
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