16. Vari modi di convergenza delle successioni
di funzioni reali misurabili.

L’argomento centrale di questa ultima parte del corso € lo studio in generale della
convergenza delle successioni negli spazi £P(u). Tale convergenza, che viene anche detta
comunemente “convergenza in media di ordine p”, ha un ruolo molto importante non solo
nell’ambito dell’Analisi ma anche in vari capitoli di altri settori della Matematica.

Anche se le conoscenze sinora acquisite non consentono allo studente di apprezzare
appieno tale importanza, egli puo tuttavia incominciare a rendersene conto attraverso la
considerazione che, nel caso particolare p = 1, la convergenza in media di una sucessione di
funzioni { f,,} ad una funzione f & una proprieta collegata con un’altra notevole prerogativa
della successione stessa: la validita del passaggio al limite sotto il segno di integrale. Infatti,
se ¢’e convergenza in media, si ha la relazione

(16.0.1) nllngo/\fn—f\du =0

e da questa, supponendo, ad esempio, che la successione {f,} converga puntualmente in
Q) alla funzione f, per le proprieta dell’integrale segue facilmente I'uguaglianza

(16.0.2) /(hm fn> dp = tim [ fudp

n—oo

dunque per la successione {f,,} & lecito il passaggio al limite sotto il segno di integrale (cfr.
la Definizione 16.2.3).

Rinviando al successivo n. 16.2 per ulteriori considerazioni sul legame tra convergenza
in media e passaggio al limite sotto il segno di integrale, facciamo notare che I'implicazione

(16.0.1) = (16.0.2) ,

sopra evidenziata per le successioni di funzioni {f,} convergenti puntualmente verso f in
), era gia stata usata nel corso di Analisi 2 per dimostrare che, nel caso dell’integrale di
Riemann per le funzioni continue in un intervallo chiuso e limitato di R, una condizione
sufficiente per la validita del passaggio al limite sotto il segno di integrale ¢ la convergenza
uniforme della successione {f,}.

Il teorema di Analisi 2 appena ricordato ci fornisce 'occasione per un’altra impor-
tante considerazione. Poiché l'integrale rispetto ad una misura g non distingue tra loro
due funzioni uguali p-quasi-ovunque, si capisce facilmente come, passando dall’ambito
dell’integrale di Riemann a quello, piu generale, dell’integrazione in uno spazio di misura
astratto, la convergenza puntuale e quella uniforme non siano gli strumenti piti appropriati
per lo studio del passaggio al limite sotto il segno di integrale (e quindi della convergenza
in media), ma occorra fare ricorso ad altri tipi di convergenza.
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In questo capitolo vengono introdotti e studiati alcuni altri modi di convergenza per
le successioni di funzioni reali misurabili (convergenza quasi-ovunque, convergenza quasi-
uniforme e convergenza in misura), utili allo scopo sopra indicato ma anche in altri contesti,
e vengono messi in relazione tra loro e con la convergenza in media di ordine p.

Altri due importanti argomenti trattati nel corso del capitolo sono il teorema della
“convergenza dominata” di Lebesgue, che fornisce una notevole condizione sufficiente per
la convergenza in media di ordine p, e la completezza degli spazi LP.

Una caratterizzazione completa della convergenza in media di ordine p (teorema di
Vitali) verra data nel successivo Capitolo 18.

Introduciamo adesso alcune notazioni che verranno frequentemente adoperate nel se-
guito.

Notazioni. (Convergenza puntuale e convergenza uniforme). Sia {f,} una successione di
funzioni reali definite in un insieme 2 e sia f una funzione reale su (2.

Per indicare che la successione { f,,} converge puntualmente a f in un insieme A C Q
adopereremo la notazione

fn—>fiI1A,

mentre per indicare che {f,,} converge uniformemente a f in A scriveremo

fo 2 f inA

Notazione. (Lo spazio vettoriale M(A)). Dato uno spazio misurabile (2, 4), indichiamo
con M (A) l'insieme delle funzioni f, definite in €2 ed a valori in R, che sono .A-misurabili.

Ovviamente M (A) & uno spazio vettoriale reale rispetto alle usuali operazioni di ad-
dizione e moltiplicazione per gli scalari.

16.1. Il lemma di Fatou ed alcune sue conseguenze.

Il risultato che segue, importante di per se ma soprattutto per le sue implicazioni, si
puo annoverare nella famiglia dei teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale,
anche se, a rigore, tale affermazione non e del tutto corretta; in questo teorema, infatti, la
tesi e espressa da una disuguaglianza e non da un’uguaglianza ed il ruolo del limite ¢ preso
dal minimo limite.

Teorema 16.1.1. (Lemma di Fatou). Dato lo spazio di misura (2, A, i), supponiamo che
{fn} sia una successione di funzioni numeriche su S, A-misurabili e non negative.
Vale allora la sequente disuguaglianza:

(16.1.1) /(hm ’fn> dy < lim’/fndu

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che, essendo i termini della sucessione {f,}
. . . 1. . . . < . . .
funzioni A-misurabili e non negative, anche il lim,, , __ f,, € una funzione .A-misurabile e

. . ./ . .
non negativa, dunque l'integrale [ (hmn_>OO fn) dp ha significato.
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Ricordiamo che si ha

lim 'f, = supg, ,
n—oo neN

essendo

gn = inf{fna fn+17 f’n,+27 } \V/TLGN

Osserviamo inoltre che la successione {g,} di funzioni numeriche su €2, cosi definita, ¢ una
succesione di funzioni 4-misurabili e non negative, tali che
In < Gnt1 Vn e N ;

e quindi lecito applicare a tale successione il teorema di Beppo Levi. Si ha pertanto

(16.1.2) /(nh_)rgolfn> dy = /(ilelggn> dp = ilég/gnd,u.

D’altra parte, per ogni n € N, essendo

IN

e quindi

/gndué/fkdu Vk>n,

risulta

. def.
/gndu < mf{ /fndu,/fn+1du,/fn+zdu,---} < g,

Se ne deduce che &

(16.1.3) sup/gndu < supG, = lim’ [ f.du .
neN neN n—0oo

Dalle (16.1.2) e (16.1.3) segue, ovviamente, la tesi.

Una prima conseguenza del lemma di Fatou e data dalla successiva Proposizione 16.1.1;
si tratta di una proprieta di cui godono tutte le misure e che si esprime sotto forma di
disuguaglianza. Premettiamo un lemma che mette in relazione l'indicatore del minimo
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(o massimo) limite di una successione di insiemi con il minimo (o0 massimo) limite della
successione dei corrispondenti indicatori.

Lemma 16.1.1. Sia 2 un insieme non vuoto. Per ogni successione {A,} di sottoinsiemi
di Q risulta

pE— 1 /
(16.1.4) 1 A, nh_}n;O 1,
n—oo
_ <
(16.1.5) 1 lm A, nlLII;O 1,
n—oo

Dimostrazione. Proviamo la (16.1.4) (in maniera analoga si ragiona per la (16.1.5)). Fis-
sato il punto w € €2, vi sono due possibilita:

— we lim'Ay;
n—oo
in questo caso I'indicatore che figura al primo membro ¢ uguale a uno:
(W) =1;

. /
lim "A,
n—oo

si ha inoltre, per n sufficientemente grande, w € A, cioe 1, (w) = 1; di conseguenza si
ha pure

. !/ . . _ .
nh_)ngo 1, (W) = nh_)ngo 1, (w) =1;
— w¢ lim'A,;
in questo caso e
w) = 0 ;
lim /An< )

inoltre vi sono infiniti valori dell'indice n € N per cui ¢ w ¢ Ay, cioe 1, (w) = 0; pertanto,
dato che i rimanenti termini della successione {1, (w)} sono uguali a 1, si ha pure

. /
lim 1
n—oo

a,(

Proposizione 16.1.1. Sia (2, A, n) uno spazio di misura.
Per ogni successione {A,} di insiemi appartenenti alla o-algebra A risulta

(16.1.6) p(lim’A,) < lim 'u(A,)

n—oo n—oo

Dimostrazione. Basta applicare il lemma di Fatou alla successione {]l A } e tenere presente
la (16.1.4).



Se la misura p ¢ finita, oltre alla (16.1.6) vale anche un’altra disuguaglianza, che si
deduce dalla stessa (16.1.6) considerando la successione {AS } degli insiemi complementari
e che, unitamente alla (16.1.6), consente poi di provare che tutte le misure con segno
hanno la proprieta di continuita (Definizione 16.1.1 e Teorema 16.1.1). Precisamente, si
ha la seguente

Proposizione 16.1.2. Sia (2, A, 1) uno spazio di misura con u(2) < +oo.
Per ogni successione {A,} di insiemi appartenenti alla o-algebra A risulta

(16.1.7) lim “p(A,) < p(lim"”A,)

Per dimostrare la Proposizione 16.1.2 ci occorrono due semplici lemmi riguardanti i
sottoinsiemi di R e le successioni in R.

Lemma 16.1.2. Dati X C R e c € R, sia Y il sottoinsieme di R definito nel sequente

modo:

Y ={c—z:2€X} .
Risulta
(16.1.8) supY = c—inf X |, infY = c—supX

Dimostrazione. Per ogni elemento x € X si ha x > inf X, cioe —x < —inf X, e quindi
¢ —x < ¢ — inf X; dall’'ultima disuguaglianza, per I'arbitrarieta di x € X, si deduce che
e supY < ¢ —inf X. Proviamo che vale anche la disuguaglianza contraria. Per ogni
xr € X, per la definizione di Y, si ha ¢ — x < supY, cioe —c+x > —supY, da cui
xr > ¢ —supY; pertanto, per 'arbitrarieta di x, risulta inf X > ¢ — supY, vale a dire
c—inf X <supY. Abbiamo cosi dimostrato che vale la prima delle (16.1.8). Analogamente
si prova la seconda.

Lemma 16.1.3. Siano {x,} una successione di elementi di R e ¢ un elemento di R.
Risulta

(16.1.9) lim (¢ — z,) = ¢ — lim "z, |,
(16.1.10) lim "(¢ —z,) = ¢ — lim 'z,

Dimostrazione. Proviamo la (16.1.9). Applicando due volte il lemma precedente, si ha

lim '(c — ,) = sup inf(c—x;) = sup (¢ — supzy) =
n—00 neN k2n neN k>n
. . i
= ¢ — inf supzx = ¢c— lim "z,
neN g>n n—0o0

Analogamente si prova la (16.1.10).



Dimostrazione della Proposizione 16.1.1. Poiché

lim"A,, = (( lim "An>c)c = <lim ’A;)C ,

n—oo n—oo n—oo

per la proprieta di sottrattivita di p, la (16.1.6) e la (16.1.9) si ha

p(lim "A,) = p(Q) — p(lim "AT) > p(Q) - lim ‘u(47) =

=p(Q) = lm "1u(Q) = p(An)| = p(Q) - [H(Q) = lim "u(A,)| = lim “u(A,)

Definizione 16.1.1. (Proprieta di continuita di una misura con segno). Sia ¢ una misura
con segno sulla o-algebra A.
Si dice che ¢ ha la proprieta di continuita se ¢ soddisfatta la seguente condizione:

v) per ogni successione {A,} di insiemi appartenenti alla o-algebra A, convergente e
tale che ¢ (U,—, 4,) € R, risulta

(16.1.11) lim p(4,) = ¢(lim A4,) ,

n—oo n—oo

cio¢ anche la successione {¢(4,)} & convergente in R (1) ed ha come limite il numero

o( lim A,)

n—oo

Teorema 16.1.2. Ogni misura con segno ha la proprieta di continuita.

Dimostrazione. Poiché ogni misura con segno ¢ uguale alla differenza di due misure (Lemma
11.3.1), e sufficiente esaminare il caso in cui la misura con segno che si considera sia una
misura f.

Supponiamo in un primo momento che la misura y sia finita. Dalle Proposizioni 16.1.1
e 16.1.2 segue che, per ogni successione {A,,} di insiemi appartenenti alla o-algebra A, su
cui e definita la misura pu, vale la catena di disuguaglianze

(16.1.12) p(lim’A,) < lim ‘u(A,) < lim "p(A4,) < p(lim”A,) ;

n—oo n—oo n—oo n—oo

pertanto, se la successione di insiemi {A4,,} & convergente all’insieme A, cioe risulta

lim 4, = lim"A4, = A4 |,

n—oo n—oo

(1) L’ipotesi ¢ (Uzozl An) € R implica che le quantita ¢(Ay), n € N, e p(limp— o0 An) sono

tutte numeri reali.



allora si ha pure
lim ‘(A,) = lim "p(An) = p(A)

n—oo n—oo
dunque ¢ verificata la relazione

(16.1.13) lim p(A,) = p(lim A,)

n—oo n—oo

Per rimuovere I'ipotesi che la misura p sia finita basta ragionare nel modo seguente.
Data una qualunque successione {A, } di insiemi appartenenti ad A, convergente e tale
che 1 (U,—; An) < 400, consideriamo la misura finita p, restrizione di p alla o-algebra
traccia (|J7—; An) N A. Si ha allora, per quanto gia dimostrato,

n=1

lim ,ul(An> = ,Lbl( lim A’n) )

n—oo n—oo

e quindi, anche in questo caso, vale la (16.1.13).

Osservazione 16.1.1. Osserviamo che la proprieta di continuita verso il basso (definita
nell’enunciato del Teorema 11.3.3, f)) & una conseguenza della proprieta di continuita.

Esempio 16.1.1. Nello spazio di misura (R, £1, m;) consideriamo la successione di insiemi

misurabili
{4n} = {ln—1,n[}

Poiche gli intervalli [n — 1,n[, n € N, sono a due a due disgiunti, si ha

lim A4, = 0
e quindi
my( lim A4,) = 0 ;

n—oo
d’altra parte, essendo m;(A4,) =1 Vn € N, si ha pure
lim m;(A4,) = 1

n—oo

L’esempio mostra che in generale, data una misura con segno ¢ sulla o-algebra A,
non & detto che sia soddisfatta la seguente condizione 7), pit forte della ) (?):

) per ogni successione convergente {A,} di insiemi appartenenti alla o-algebra A
risulta
lim ¢(A,) = ¢(lim A,) ,

n—oo n—oo

cioe la successione {¢(A,,)} € convergente in R verso 1’elemento

o( lim A,)

n—oo

(3)  Un altro esempio che fa vedere cid & quello considerato nell’Osservazione 5.3.4.
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Definizione 16.1.2. (Proprieta di R-continuita di una misura con segno). Nel seguito,
per esprimere il fatto che una misura con segno ha la proprieta 7), diremo che ¢ ha la
proprieta di R-continuita.

Ovviamente, per una misura con segno finita ¢ le due condizioni 7) e 7) sono equiva-
lenti, dunque il Teorema 16.1.2 ammette il seguente corollario.

Corollario 16.1.1. Ogni misura con segno finita ha la proprietd di R-continuita.

Esercizio 16.1.1. Provare che per una qualunque misura u, definita su una o-algebraA, le
seguenti tre affermazioni sono equivalenti:

— la misura g ha la proprieta di R-continuita;
— la misura p ha la proprieta di R-continuita verso il basso, cioe & soddisfatta la condizione

seguente:

B3) per ogni successione {By} di insiemi appartenenti alla c-algebra A, tale che By, | B,
risulta

lim p(Bn) = p(B) ;
n—oo
— per ogni successione { Ay} di insiemi appartenenti alla o-algebra A & verificata la (16.1.7).

Esercizio 16.1.2. Trovare uno spazio di misura (2,4, 1), con u(2) = +o0o, tale che la misura u
abbia la proprietd di R-continuita.

Il precedente Esempio 16.1.1 serve anche a mostrare, considerando la successione di
funzioni {f,} = {1, }, un caso in cui la disuguaglianza (16.1.1), che esprime la tesi del
Lemma di Fatou, & verificata con il segno < (ovviamente, per avere un caso in cui la (16.1.1)
¢ soddisfatta con il segno =, basta considerare una successione di funzioni costante).

Considerando, invece, la successione di funzioni {f,} = {—1 A, }, lo stesso esempio
fa vedere che nel Lemma di Fatou 'ipotesi che le funzioni f,, siano non negative non puo
essere eliminata del tutto.

Si ha pero la seguente generalizzazione del Lemma di Fatou, la cui dimostrazione e
riportata nell’appendice al paragrafo.

Teorema 16.1.1’. (Generalizzazione del Lemma di Fatou). Dato lo spazio di misura
(Q, A, u), supponiamo che {f,} sia una successione di funzioni numeriche A-misurabili
su ). Supponiamo inoltre che esista una funzione numerica g, definita in 2, p-quasi-
integrabile inferiormente e tale da aversi, in tutto €2,

(16.1.14) fn > g VneN.
Vale allora la disuguaglianza (16.1.1).

(Il fatto che nelle ipotesi del Teorema 16.1.1" tutti gli integrali che figurano nella (16.1.1)
abbiano significato & spiegato nell’appendice.)
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Una notevole conseguenza del Teorema 16.1.1" & il seguente corollario, noto anche
come “Teorema di Lebesgue generalizzato”.

Corollario 16.1.2. Dato lo spazio di misura (2,.A, ), supponiamo che {f,} sia una
successione di funzioni numeriche A-misurabili su ). Supponiamo inoltre che esista una
funzione numerica g, definita in ), p-integrabile e tale da aversi, in tutto €,

(16.1.15) 1fal <g VneN .

Vale allora la catena di disuguaglianze:
/(hm /fn> dpy < lim' [ f,dp < lim ”/fndu < /(lim ”fn>dp .

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che dall’ipotesi (16.1.15), cioe
-9 < fun <y VneN,
segue che & pure (in tutto Q)
—g < lim'f, < lim"f, < g,

n—oo n—oo
pertanto, oltre alle f,,, n € N, anche le funzioni

lim'f, , lim"f,

n—oo n—oo
sono p-integrabili.

Proviamo la catena di disuguaglianze. La disuguaglianza centrale ¢ ovvia. Quella di
sinistra segue subito dal Teorema 16.1.1" dal momento che &

f n = —4g VYn €N
e la funzione —g & p-integrabile. Analogamente, essendo
_fn Z g Vn e N s

sempre per il Teorema 16.1.17 si ha

(i) = g it

cioe, per la (16.1.9) e le proprieta dell’integrale,

- / (nhl%o " fn> dp < — lim” / fodp

dunque ¢ verificata anche la disuguaglianza di destra.



Appendice al n. 16.1.

Prima di procedere alla dimostrazione del Teorema 16.1.1" osserviamo che, nelle ipotesi di tale
teorema, tutti gli integrali che figurano nella (16.1.1) hanno significato. Infatti dalle disuguaglianze
(16.1.14) segue che ¢ pure

lim /f n =g ;

pertanto tutte le funzioni fn, n € N, e

lim /fn
n—oo

sono p-quasi-integrabili inferiormente in virtu della seguente proposizione.

Proposizione 16.1.3. Dato lo spazio di misura (2, A, u), supponiamo che f,g : Q — R siano
due funzioni numeriche A-misurabili, verificanti in tutto Q0 la disuguaglianza f > g.
Se g é p-quasi-integrabile inferiormente, anche f é u-quasi-integrabile inferiormente e risulta

(16.1.16) /fdu > /gd,u

Analogamente, se f é u-quasi-integrabile superiormente, anche g é p-quasi-integrabile supe-
riormente e vale ancora la (16.1.16).

Dimostrazione. Supponiamo che g sia p-quasi-integrabile inferiormente (in maniera del tutto
analoga si ragiona se f & pu-quasi-integrabile superiormente).
La disuguaglianza f > g implica che & pure

min{f,0} > min{g, 0}
e quindi
fm <9 ;

pertanto si ha

(16.1.17) /f_ du g/g‘ dp < +oo

dunque anche f & p-quasi-integrabile inferiormente.
Analogamente, sempre dalla disuguaglianza f > g, si ottiene

/f+du Z/g+du ;

pertanto, per ottenere la (16.1.16), basta sommare membro a membro la precedente disuguaglianza
e quella che si ricava dalla (16.1.17) moltiplicando entrambi i membri per —1.

Per la dimostrazione del Teorema 16.1.1" ci occorrono un’ulteriore proprieta degli integrali
delle funzioni p-quasi-integrabili ed una delle successioni in R.
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Proposizione 16.1.4. Dato lo spazio di misura (2, A, ), supponiamo che f,g : Q — R siano
due funzioni p-quasi-integrabili inferiormente [risp. superiormente].

Allora la funzione f + g ¢ definita u-quasi-ovunque in 2, é u-quasi-integrabile inferiormente
[risp. superiormente] e risulta

(16.1.18) /(f+g)du = /fdu + /gdu

Dimostrazione. Supponiamo, per fissare le idee, che le funzioni f e g siano p-quasi-integrabili
inferiormente (in maniera del tutto analoga si ragiona nel caso in cui le due funzioni siano u-
quasi-integrabili superiormente).

Proviamo dapprima che f + g & definita p-quasi-ovunque in Q.

La funzione f + g ha come insieme di definizione 'insieme

D= Q\M,

essendo

M = ({f =+os}n{g = —o0}) U ({f = —o0} N {g = +oc}) .

L’insieme M appartiene alla o-algebra A dato che le funzioni f e g sono A-misurabili e si ha,
ovviamente,
M € {f=—oc} U {g=—oo}

Osserviamo che risulta

{f=-00} = {f =400} , {g=-o0} = {g = +oo}

e inoltre, essendo per ipotesi

/f_du<+oo ; /g_du<+oo,

per il Teorema 13.8.2 si ha

< 400 , g < 4x p-q.o0. in Q ,
cioe
Ne segue che ¢

dunque f + g & definita p-quasi-ovunque in Q.
La funzione f + g & A-misurabile; infatti la funzione somma

h = fl1, + g1,

¢ definita in tutto €2, & A-misurabile (Teorema 12.3.1) ed & un prolungamento di f + g.
Dimostriamo adesso che f + g & p-quasi-integrabile inferiormente e vale la (16.1.18).
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Supponiamo in un primo momento che la funzione f + g sia definita in tutto €. Si ha allora,
in tutto €,

(f+9) < f+g *)

e quindi, per le proprieta dell’integrale delle funzioni A-misurabili e non negative,

/(f_+g_)du = /f_du + /g_du < 400

dunque anche f + g & p-quasi-integrabile inferiormente. Inoltre, in tutto €2, essendo

F+o = (f+9) =f+g=fr—f+9"-9g ,

si ha pure
F+9T+/+g = U+ +/+g" (O,

da cui, grazie al Teorema 13.3.1, si ricava che e

/(f++g+)du+/f_du+/g_du = /(f_+g_)du+/f+du+/g+du

e quindi, tenendo presente che gli integrali delle parti negative sono finiti,

/(f++g+)du—/(f_+g_)du = /f+du— /f_du+/g+du— /g_du ;

cioe vale la (16.1.18).
Infine, per rimuovere 'ipotesi che l'insieme di definizione D della funzione f + g sia uguale a
tutto Q, basta considerare le due funzioni f 1 D 9 1 p € ragionare come per il Teorema 13.9.1.

Esercizio 16.1.3. Provare che le Proposizioni 16.1.3 e 16.1.4 continuano a valere anche quando
le funzioni f e g sono definite u-quasi-ovunque in €.

Dalle Proposizioni 16.1.3 e 16.1.4, tenuto conto del Teorema 13.7.2 (formula (13.7.5)), di-
scende, in modo ovvio, il seguente corollario.

(3) Infatti, fissato w € €2, si hanno i seguenti due casi:

— (f+9)(w) > 0 ; in questo caso risulta
(f+9) (w) =0 < (f7+9 )w) ;

— (f4+9)(w) < 0 ; in questo secondo caso si ha

(f+9) W) = —fw)—gw) < fW+g W) = +g )W)

(4) Per dimostrare cio, fissato il punto w € 2, conviene distinguere i tre casi: (f + g)(w) € R,
(f +9)(w) = +oo e (f + g)(w) = —oo.
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Corollario 16.1.2. Dato lo spazio di misura (Q, A, 1), supponiamo che la funzione f : Q — R
sta p-quasi-integrabile e la funzione g : 0 — R sia p-integrabile.

/(f—g)du = /fdu—/gdu-

Le dimostrazioni dei seguenti due lemmi sono del tutto analoghe a quelle dei Lemmi 16.1.2
e 16.1.3 e sono lasciate per esercizio al lettore.

Risulta allora

Lemma 16.1.4. Dati X CR e c € R, sia Z il sottoinsieme di R definito nel sequente modo:
Z = {c+z:ze X} .
Risulta

supZ = c+supX , infZ = c+infX

Lemma 16.1.5. Siano {xn} una successione di elementi di R e ¢ un elemento di R. Risulta

. / . /

lim “(c+zn) = ¢+ lim 'z
n—oo n—oo

. 1) . 12
lim "(c+axn) = ¢+ lm "xp
n— 00 n—00

Dimostrazione del Teorema 16.1.1". Distinguiamo i due casi f gdu =+4oo e fgd,u e R
Nel primo caso, per la Proposizione 16.1.3, si ha

/fndu:—{—oo vneN | /(lim/fn)du:+oo,

n—oo

dunque la (16.1.1) & verificata con il segno = .
Nel secondo caso, posto

A = {lg] < oo},

risulta (Teorema 13.8.2)
u(A%) =0

inoltre, considerata la successione di funzioni (definite in tutto 2, .A-misurabili e non negative)

{f”]lA - Q]IA} ’

per il Lemma di Fatou si ha

/(lim/(fn]lA —g]lA)>d,u < lim//(fnllA —g]lA)du .

n—oo n—oo
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D’altra parte si ha pure

[ (i, — 01, =

(per il Lemma 16.1.5)

= [ (Qim /1) = o1, ) =

(per il Corollario 16.1.2)

= /(lim’fn]lA)d,u - /g]lAdu =

n—oo

(dato che pu(A°) = 0)

= /(nlimoo'fn)du - /gdu ;

inoltre

lim ’ (fn]IA—g]lA)du =

n—oo

(per il Corollario 16.1.2)

= nli_)mool[/fn]lAdu—/g]lAdu} =

(per il Lemma 16.1.5)

(dato che u(A°) = 0)

= lim//fnd,u — /gd,u .
n—oo
/( lim 'fn)dp — /gdu < lim’/fndu - /gdu
n—oo n—oo

e quindi vale la (16.1.1).

Ne segue che &

14



16.2. Convergenza quasi-ovunque, convergenza in media e pas-
saggio al limite sotto il segno di integrale.

Definizione 16.2.1. (Convergenza quasi-ovunque). Dato lo spazio di misura (2,4, i),
sia {f,} una successione di funzioni appartenenti a M(A) e sia f una funzione elemento
di M(A).

Si dice che la successione {f,,} converge p-quasi-ovunque verso la funzione f se esiste
un insieme A € A, con pu(A°) = 0, tale che {f,} converga puntualmente a f nell’insieme

A:

fo — [ inA,
cioe
(16.2.1) nler;Ofn(w) = f(w) Ywe A.

Per indicare che la successione {f,} converge p-quasi-ovunque verso la funzione f
adoperiamo la notazione

fn - f H-q.0.

Quando lo spazio di misura “ambiente” (2, .4, 1) risulta chiaro dal contesto e non vi
e possibilita di confusione, usiamo anche la notazione abbreviata

fo = f

e diciamo, piu semplicemente, che “la successione {f,} converge quasi-ovunque verso la
funzione f”.

Dalla definizione data risulta evidente che la funzione limite f rispetto alla conver-
genza pi-quasi-ovunque non € unica (a meno che lo spazio di misura (£2,.4, 1) non abbia la
proprieta che 1'unico insieme di misura nulla sia I'insieme vuoto); infatti, se g € M(A) &
una qualunque funzione tale che ¢ = f pu-q.o., anche per la funzione g si ha che f,, — ¢
u-q.o. D’altra parte e pure vero che nella convergenza p-quasi-ovunque due funzioni limite
della stessa successione {f,} risultano uguali p-quasi-ovunque e pertanto sono indistin-
guibili mediante gli integrali, sicché, dal punto di vista dell’integrazione astratta, si puo
dire che sostanzialmente vi & un’unica funzione limite. In altre parole possiamo affermare
che il limite nella convergenza p-quasi-ovunque non e, in generale, unico come elemento di
M(A), pero individua un unico elemento dello spazio vettoriale quoziente M (A) IN (dove
N ¢ lo spazio vettoriale di tutte le funzioni ¢ : Q@ — R, A-misurabili e tali che ¢ = 0
U-q.0.).

Le considerazioni appena svolte sono riepilogate e precisate nella seguente proposizio-
ne.
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Proposizione 16.2.1. (Essenziale unicita della funzione limite nella convergenza quasi-
ovunque). Dato lo spazio di misura (2, A, 1), sia {f,} una successione di funzioni appar-
tenenti a M(A) e siano f,g € M(A). Supponiamo inoltre che risulti

fn — [ n—qo.

Si ha allora la sequente equivalenza

fan — g p-qo. <<= f=g pqo.

Dimostrazione. Per ipotesi esiste un insieme A € A, con u(A°) = 0, per il quale risulta
verificata la (16.2.1).

Proviamo I'implicazione = . Da f, — g p-q.o. segue l'esistenza di un altro insieme
B € A, con u(B°) =0, tale che

(16.2.1)’ lim f,(w) = g(w) Vw € B .
Posto C'= AN B, si ha
n(C%) = p(A°UB®) < p(A%) +u(B°) = 0,
quindi p(C*¢) = 0, e risulta, per le (16.2.1) e (16.2.1)" (e per 'unicita del limite in R),
flw) = lim f,(w) = g(w) Yw e C
dunque f =g p-q.o.
Viceversa, proviamo la <= . Poiché f =g p-q.o., esiste D € A, con u(D°) = 0, tale

che
(16.2.2) flw) = g(w) Vwe D .

lim fo(w) = f(w) = g(w) Vwe B,
dunque ¢ vero che f, — g p-q.o. Cio completa la dimostrazione.

Ovviamente, quando nel seguito diremo che una data una successione { f,,} di funzioni
appartenenti a M (A) converge u-quasi-ovunque, senza fare riferimento alla funzione limite,
intenderemo dire che esiste una funzione f € M(A) tale che f, — f p-q.o.

Esercizio 16.2.1. Provare che condizione necessaria e sufficiente affinché una successione {fy}
di funzioni appartenenti a M (A) converga u-quasi-ovunque & che per l'insieme

L= {Jmfo= i "} 0 { lin o € X)

risulti p(L¢) = 0.
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Osservazione 16.2.1. E evidente che la convergenza puntuale in 2 di una successione
{fn} di funzioni appartenenti a M (.A) verso una funzione f : Q@ — R implica che f,, — f u-
g.o. (il fatto che anche la funzione f appartenga a M (.A) ¢ assicurato dal Corollario 12.3.2).
In generale, invece, non vale I'implicazione contraria. E facile trovare un controesempio in
tal senso in ogni spazio di misura (2,4, ) nel quale vi siano insiemi di misura nulla non
vuoti; infatti, se ¥ € uno qualsiasi di tali insiemi, la successione di funzioni

{fn} = {(=D)"1}

converge p-quasi ovunque verso la funzione identicamente nulla, ma non converge puntual-
mente in 2.

Definizione 16.2.2. (Convergenza in media). Dato lo spazio di misura (2, A, p), sia {f,}
una successione di funzioni appartenenti a M(A) e sia f € M(A). Sia dato, inoltre, un
esponente p €0, 400 .

Si dice che la successione {f,} converge in media di ordine p verso la funzione f se
sono soddisfatte le seguenti condizioni:

i) fo€LP(n) VneN;
i) feLr(u;

ili) lim, o fn = f nello spazio semimetrico (LP(u),d,), cioe, equivalentemente,

lim /|fn—f|pd,u =0 .

Per indicare che la successione {f,} converge converge in media di ordine p verso la
funzione f scriviamo

fo — [ in LP(n)

0, piu semplicemente, quando non vi e possibilita di equivoco circa lo spazio di misura
sottostante,

fo & f .

Anche per la convergenza in media, per quanto concerne 'unicita della funzione limite,
si ha una situazione analoga a quella della convergenza quasi-ovunque.

Proposizione 16.2.2. (Essenziale unicita della funzione limite nella convergenza in me-
dia.) Dato lo spazio di misura (2, A, p), sia {f,} una successione di funzioni appartenenti
a M(A) e siano f,g € M(A). Sia, inoltre, p €]0,+o0[. Supponiamo che risulti

fu = F L)
Si ha allora la sequente equivalenza
fn — g inLP(u) <= f=g p-q.o.
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Dimostrazione. Ricordiamo che in uno spazio semimetrico (.5, d), se una successione {z,, }
converge verso un elemento x, allora la stessa successione converge verso tutti e soli gli
elementi y € S tali che d(x,y) = 0 e che, nel caso particolare dello spazio semimetrico
(LP(n),dp), si ha

dy(f,9) = 0 < f=g pq.o.

A questo punto entrambe le implicazioni = e <= seguono da quanto sopra
ricordato: la = immediatamente e la <= dopo aver osservato che, se ¢ f € LP(u),
g€ M(A)e f=g pq.o., allora ¢ pure (Teorema 13.8.1) g € LP(u).

Anche per la convergenza in media, quando per una una data una successione {f,}
di funzioni appartenenti a M (A) diciamo che {f,} converge in media di ordine p, senza
fare riferimento alla funzione limite, intendiamo dire che esiste una funzione f € M(A)
tale che f, — f in LP(u).

Definizione 16.2.3. (Passaggio al limite sotto il segno di integrale). Dato lo spazio di
misura (2, A, i), sia {f,} una successione di funzioni appartenenti a £'(u), convergente
p-quasi-ovunque verso una funzione f € M(A).

Si dice che per la successione {f,} € lecito il passaggio al limite sotto il segno di
integrale se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

1) fell(p);
2) i [ s = [ 1

Osservazione 16.2.2. Con la Definizione 16.2.3 la frase “per la successione {f,} € lecito
il passaggio al limite sotto il segno di integrale” acquista un significato tecnico ben preciso,
piu restrittivo del semplice fatto che sia possibile scambiare tra loro il segno di limite con
quello di integrale, cioe valga la (16.0.2); infatti, oltre alla p-integrabilita delle funzioni
fn, n € N, alla convergenza p-quasi ovunque della successione {f,} verso una funzione
f € M(A) ed alla validita della (16.0.2), si richiede che pure la funzione limite f appartenga
a L ().

Per comprendere meglio il senso dell’osservazione consideriamo il caso di una succes-
sione di funzioni reali verificante le ipotesi del teorema di Beppo Levi; allora, anche se la
(16.0.2) ¢ sempre verificata, il passaggio al limite sotto il segno di integrale & lecito se e
soltanto se la funzione sup,,cy fn € p-integrabile.

Esercizio 16.2.2. Sia {fn} una successione di funzioni appartenenti a M (.A) verificante le ipotesi
del teorema di Beppo Levi. Provare che per la successione { fn} € lecito il passaggio al limite sotto
il segno di integrale se e soltanto se

/(Supfn)d/,t < +oo .

neN
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Proposizione 16.2.3. (Convergenza in £ (1) e passaggio al limite sotto il segno di inte-
grale.) Dato lo spazio di misura (2, A, 1), sia { fn} una successione di funzioni appartenenti
a LY(p), convergente p-quasi-ovunque verso una funzione f € M(A).

Condizione sufficiente affinché per la successione {f,} sia lecito il passaggio al limite
sotto il segno di integrale ¢ che {f,} converga verso f in L' (u).

Dimostrazione. Per ipotesi valgono le i), ii) e iii) della Definizione 16.2.2 con p = 1;
di conseguenza la 1) della Definizione 16.2.3 ¢ ovviamente verificata in quanto coincide
con la ii), mentre la 2) segue subito dalla iii) tenendo presente che ¢ (Teorema 13.7.2 e
Proposizione 13.7.3)

'/fndu— fdu‘ '/ u' < [lfa=flau  wnen.

L’esempio successivo mostra che la precedente condizione sufficiente non € necessaria.

Esempio 16.2.1. Nello spazio di misura (R, £;,m;) consideriamo la successione di fun-
zioni { f,,} data da

Jo = —nl  +nl VneN.

Si tratta di una successione di funzioni appartenenti a £!(m;), convergente puntual-
mente in R (e quindi m;-q.0.) verso la funzione identicamente nulla. Si ha inoltre

/fndml =0 Vn €N

e quindi
lim fndm; = /Odm1 ,

n—oo

dunque e lecito il passaggio al limite sotto il segno di integrale. D’altra parte si ha pure
/‘fn‘dm1:2 Vn €N,

pertanto {f,} non converge in media alla funzione identicamente nulla.

Esercizio 16.2.3. Provare che la successione {fn} considerata nel precedente esempio non con-
verge in £1(m1) (suggerimento: mostrare che {fn} non & una successione di Cauchy).
Trovare tutti i valori di p €0, 4o00[ per i quali {fn} converge in £P(my).

Per completare il quadro delle relazioni esistenti tra convergenza in £!(u) e passaggio
al limite sotto il segno di integrale, facciamo vedere che per una successione { f,, } di funzioni
appartenenti a £!(u), convergente p-quasi-ovunque verso una funzione f € M(A), la
convergenza in L£!(u) equivale al fatto che per la successione in questione sia lecito il
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passaggio al limite sotto il segno di integrale su ogni insieme F € A, in maniera uniforme
rispetto a F, cioe si abbia f € £(u) e risulti

n—oo

lim [ fodp = /fdu
E E

uniformemente rispetto a £ € A .

Proposizione 16.2.4. (Caratterizzazione della convergenza in £!(x) mediante il pas-
saggio al limite sotto il segno di integrale in maniera uniforme rispetto all’insieme di
integrazione). Dato lo spazio di misura (Q, A, p), sia {fn} una successione di funzioni
appartenenti a L1 (i), convergente u-quasi-ovunque verso una funzione f € M(A).

Condizione necessaria e sufficiente affinché {f,} converga verso f in L'(u) ¢ che
siano veri i sequenti due fatti:

) feli(u;

2y Ve>0 dneN ’/fndu—/fdu'<£ Yn>n,VEEA.
E E
Dimostrazione. La condizione & necessaria. Per ipotesi si ha che vale la 1) e risulta inoltre

i [ 1fa— fldi = 0 5

pertanto, assegnato un qualunque € > 0, esiste un indice 7 € N tale che

/\fn—f\du<€ n T

di conseguenza, per le proprieta dell’integrale (Teorema 13.7.2 e Proposizione 13.7.3) e la
monotonia della misura |f, — f|u, per ogni indice n > 7 ed ogni insieme E € A si ha

'/Efndu - /Efdu‘ - ’/E(fn—f)du‘ <

< /Elfn—f\du < [1fa=tldn < < .

dunque vale la 2*).
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La condizione ¢ sufficiente. Per ipotesi valgono la 1) e la 2*); occorre provare che &

i [ 1fo— fldn = 0
Poniamo, per ogni n € N,

E,;i—:{fn—fZO} ’ E;:{fn_f<0}'

Dalla 2*) segue che per ogni € > 0 esiste n* € N tale che

/fndu—/fd,u’ < 3 VYn>n*, VE €A,
E E

di conseguenza, per ogni n > n*, per la finita additivita della misura |f,, — f|u si ha

Jite=ntaw = [ i flar [ 1= s =

n n

= [t nduns [ (-5 =

n

|RESIE

n

/En(f—fn)du‘ _

Jndp — fdp| + fdp — Jndu <§+%:5;
Er E} E, E,

dunque vale la 2).

16.3. Il teorema della convergenza dominata.

Il seguente importantissimo teorema, noto come “Teorema di Lebesgue” o “Teore-
ma della convergenza dominata”, fornisce una condizione sufficiente per la convergenza
in media di ordine p, la quale, oltre ad essere facilmente applicabile, presenta pure degli
interessanti risvolti dal punto di vista teorico. L’ipotesi principale, oltre alla convergenza
quasi-ovunque, ¢ che tutte le funzioni f,, della successione che si considera siano “domi-
nate”, cioe maggiorate, in valore assoluto, da un’unica funzione di classe LP; cio spiega
I’appellativo di teorema della convergenza dominata.
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Teorema 16.3.1. (Teorema di Lebesgue o della “convergenza dominata”). Dati lo spazio
di misura (2, A, 1) e Uesponente p €0, +o0[, supponiamo che {f,} sia una successione di
funzioni appartenenti a M(A) avente la proprieta che per p-quasi-ogni w € € la successione
{fu(w)} risulti convergente in R. Supponiamo inoltre che esista una funzione g di classe
LP? tale da aversi, in tutto €2,

(16.3.1) Ifal < g VneN .

Allora la successione {f,} converge p-quasi-ovunque e, per ogni funzione f € M(A)
tale che f,, — f p-q.o., si ha pure la convergenza in media di ordine p:

fn — f in LP(u)

Dimostrazione. Dire che per p-quasi-ogni w € € la successione {f,(w)} & convergente in
R significa dire che esiste un insieme B € A, con u(B¢) = 0, tale che

(16.3.2) YVw € B = lasuccessione {f,(w)} & convergente in R (°)
Inoltre, dato che la funzione g e di classe LP, considerato I'insieme
C = {g <+oo} = {lgl]" <+oo} ,

il Teorema 13.8.2 assicura che & u(C¢) = 0. Posto A = BN C, si ha A € A, u(A° =0
e, per ogni w € A, il limite della successione {f,(w)} (limite che esiste per la (16.3.2)) ¢
finito, dal momento che

|fn(w)] < g(w) < 400 VneN.

Allora, considerata la funzione A-misurabile f : Q — R, definita ponendo

;= <lim’fn>]1A ,

n—oo

per quanto precedentemente osservato si ha che la f & a valori reali (°), dunque f € M(A),
e risulta

lim f,(w) = f(w) Ywe A,

n—oo

pertanto f,, — f p-q.o.

(5) Poiché le funzioni fn, n € N, sono A-misurabili, cio equivale a dire che I'insieme

{w € Q : {fn(w)} & convergente in K} = { lim 'f, = lim ”fn}
n—oo

n—oo

(che appartiene ad A per la misurabilita delle fp) € il complementare di un insieme di misura
nulla.

(5)  Infatti si ha:
—sew € A, allora f(w) = lim},_, o0 fn(w) = limp—oo fn(w) € R;

—se w € A, allora f(w) =0.
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Una volta acquisita l'esistenza di funzioni f € M(.A) tali che f, — f p-q.0., facciamo
vedere che, se f & una qualunque di tali funzioni, si ha pure f, — f in £P(u).

Dall’ipotesi (16.1.1) segue che le funzioni f,,, n € N, sono (Proposizione 15.1.1) tutte
di classe L? e quindi appartengono a LP(u). Inoltre, sempre dalla (16.1.1), passando al
limite per n — oo, si ottiene |f| < g p-q.o., quindi anche f appartiene a LP(u). Proviamo
che e

(16.3.3) lim /|fn—f|pdu ~ 0.
Posto
In = |fn_f|p Vn eN ) h = <g+|f|)p )

le funzioni g,, n € N, e h sono u-integrabili. Risulta inoltre in tutto §2, per ogni n € N,

gn < (Ifal +1fDP < (g+I1FD)" = B
e quindi
h_gn Z 0

(si osservi che la funzione h — g,, & definita in tutto  in quanto la g, & a valori reali),
per cui ¢ lecito applicare il lemma di Fatou alla successione {h — g, }. In questo modo si
ottiene

/<lim'(h—gn)>d,u < tim’ [(h—g)dy =

n—oo n—oo

(tenendo presente che le funzioni g,, e h sono p-integrabili)

= /hdu — nlirgo/'/gndu .

Poiché, grazie all’ipotesi f,, — f p-q.o., si ha

(per la (16.1.9))

lim (h—g,) = h p-q.o. ,

n—oo

dalla precedente catena di disuguaglianze si deduce che e

lim” [ g, < 0 ;

n—oo

d’altra parte, essendo le funzioni g,, non negative, si ha pure

lim’ [ g, > 0,

n—oo
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dunque e

lim [g¢g, = 0,

n—oo

cioe vale la (16.3.3).
Il Teorema di Lebesgue ammette, ovviamente, il seguente corollario.

Corollario 16.3.1. Dato lo spazio di misura (2, A, 1), supponiamo che {f,} sia una
successione di funzioni appartenenti a M(A) convergente p-q.o. verso una funzione f €
M(A). Sia, inoltre, p €]0, 400 .

Condizione sufficiente affinché la successione { f,,} converga verso f in media di ordine
p e che esiste una funzione g di classe LP tale da risultare, in tutto €,

(16.3.1) fal < g VneN.

Il successivo esempio mostra che la condizione sufficiente espressa dal Corollario 16.3.1
non € necessaria.

Esempio 16.3.1. Nello spazio di misura (R, £, m;) consideriamo la successione {f,} di
funzioni appartenenti a M (L) definita ponendo

essendo H,, n € N, la somma parziale n-ma della serie armonica:

1
H, = 1+...+=
n

La successione {f,} converge mj-q.o. verso la funzione identicamente nulla. Infatti,
dato che lim,,_,., H,, = 400, fissato un qualunque w € R risulta, per n sufficientemente
grande, w < H,, e quindi f,(w) = 0, dunque si ha

lim fp,(w) = 0 .
Si ha inoltre ]
li WPdp = i = 0,
L B

e quindi
fn—0 in LP(my) ,

qualunque sia I'esponente p € |0, +oo] .

Non esiste tuttavia alcuna funzione g, di classe LP, tale che la (16.3.1) sia verificata
in tutto R. Infatti, se ¢ : R — R ¢ una qualunque funzione £;-misurabile tale da aversi,
in tutto R,

]1[Hn7Hn+1] <y Vn e N,
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allora si ha pure

> =
7= llUZO:l[Hn,HnJrﬂ ]1[1,4—00[ ?

quindi

/‘g|pdmu > /]1’[’1’%0[ = 400

Vedremo piu avanti che da una successione convergente in media ¢ sempre possibile
estrarne una che verifichi le ipotesi del teorema della convergenza dominata (Proposizione
16.5.1); questo fatto consente di ottenere una caratterizzazione della convergenza in media
(Teorema 16.5.1), formulata proprio attraverso le ipotesi del teorema della convergenza
dominata (su opportune successioni estratte).

Osservazione 16.3.1. Il Teorema 16.3.1 ed il relativo Corollario 16.3.1 continuano a
valere se, invece dell’ipotesi che tutte le disuguaglianze (16.3.1) siano verificate in tutto €2,
si suppone ognuna di esse sia vera p-q.o., cioé: per ogni n € N esista un insieme A,, € A,
con p(AS) =0, tale che

[fn(w)] < g(w) Yw € A, .

Per provare cio basta considerare I'insieme

A= [jA

e applicare i risultati gia dimostrati alla successione di funzioni { fal A}, assumendo come
funzione “dominante” la g1, .

Il precedente Esempio 16.3.1 continua a mostrare che la condizione sufficiente del
Corollario 16.3.1, anche se cosi modificato, non € necessaria.
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16.4. Completezza degli spazi LP.

Lemma 16.4.1. Dato lo spazio di misura (2, A, 1), supponiamo che {f,} sia una suc-
cessione di funzioni numeriche definite in 2, A-misurabili e non negative. Sia, inoltre,
p €10, +o0].

Risulta allora

(16.4.1) /(;fn> du < ;/fﬁdu se 0<p<1,
(16.4.2) (/(ifn)pd/i)% S </f£du>% se p>1.
n=1 n—1

Dimostrazione. Consideriamo la successione di funzioni {s,} ottenuta ponendo
Spn = fit+...+ fa Vn € N
ed osserviamo che risulta -
sn T ) I
k=1
e quindi

21 (Xa)
k=1

Supponiamo che sia 0 < p < 1. Dal Teorema 15.2.3, procedendo per induzione su n,
si ricava che e

/sgdu < Z/f]fd,u VneN.
k=1

Passando al limite per n — oo nella precedente disuguaglianza e usando il teorema di
Beppo Levi si ottiene la (16.4.1).
Sia, adesso, p > 1. Dal Teorema 15.2.2, procedendo per induzione su n, si ottengono

le disuguaglianze
(/sgdu>p < </f,fdu>p VneN;
k

=1

da queste, passando al limite per n — oo e applicando il teorema di Beppo Levi, si ottiene
la (16.4.2).

Ricordando la definizione della semimetrica d,, si perviene subito al seguente corollario.
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Corollario 16.4.1. Dati lo spazio di misura (2,.A, ) e l’esponente p €10, 400, suppo-
niamo che {g,} sia una successione di funzioni appartenenti a LP(u) tale che

de(gn,O) < 400
n=1

Allora la funzione numerica g definita ponendo
9 = ol +lg2l+ ... +lgn|+ ...
e di classe LP.

Teorema 16.4.1. (Comportamento delle successioni di Cauchy di £P(u)). Dati lo spazio
di misura (2, A, 1) e Uesponente p €0, +o0[, supponiamo che {f,} sia una successione di
Cauchy in LP(u).

FEsistono allora una funzione f € LP(u) ed una successione {fy,}, estratta da {f,},
tali che

fon — f in LP(u) ,
Jne — [ p—qo.

Dimostrazione. 11 fatto che { f,,} sia una successione di Cauchy implica che per ogni k € N
esiste ni € N tale che

(16.4.3) dp(frs frn) < 27F Yn,m > ny .

Ovviamente & sempre possibile fare in modo che la successione di indici {ny}, che cosi si
ottiene, sia crescente.
Consideriamo la successione estratta { f,, }. Grazie alla (16.4.3) si ha, per ogni k € N,

dp(fnk+1 - fnk?o) = dp(fnk+1a fnk) S Z_k 3
conseguentemente risulta

de(fnk+1_fnk70) < +00
k=1

e pertanto (Corollario 16.4.1) la funzione

def.
g = ’fn1‘+|fn2 _fm’"i'lfna _fn2|+

¢ di classe LP. Ne segue che p-quasi-ovunque in €2 si ha g? < 400 e quindi g < +00. Da cio
si deduce che la successione {f,, (w)} ¢ convergente in R (e quindi in R) per p-quasi-ogni
w € (; essa e infatti la successione delle somme parziali della serie

fry (W) + [fnz(w) - fm(w)} + [fng(w) - fnz(w)} T,
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la quale converge in R per ogni w € {g < +o0}, in quanto per tali w si ha

[ (@) =+ [ o (W) = fry (@) + | frg (W) = fra (@) + ... = g(w) < +o0 .
Si ha inoltre in tutto €2, per ogni k € N,

|f’rlk| = ‘fn1+(fn2_fn1)+"'(fnk_fnkfl)} S

< foa| | Fre = Fa |+ e = Frncs| S o+ o= Far| + - [ e = Frna |- =g,

dunque la successione {f,,} verifica le ipotesi del teorema della convergenza dominata.
Esiste pertanto f € LP(u) tale che

fn, — [ p—qo.
frne — [ in LP(p)

Per completare la dimostrazione facciamo vedere che I'intera successione { f,, } converge
a f in media di ordine p.
Assegnato un qualunque ¢ > 0, per ipotesi esiste un indice v tale che

dp(frs fm) < % Yn,m>v .

Poiché ¢
kli_{godp(fnk;f) =0,

¢ possibile fissare un indice ng« > v tale che

dp(fnk* 9 f) S

D | ™

Si ha allora, per ogni n € N, n > v,

dp(fnvf) S dp(fmfnk*) + dp(fnk»mf) S

dunque risulta
lim d,(fn,f) = 0,

n—oo

come dovevamo dimostrare.
Dal precedente teorema segue, ovviamente, il

Teorema 16.4.2. (Completezza degli spazi LP). Per ogni spazio di misura (2, A, 1) ed
ogni esponente p € |0,+00] lo spazio semimetrico (LP(u),d,) é completo. Di consequenza
pure lo spazio metrico (LP(u),dy) ¢ completo. Inoltre, per p > 1, si ha che lo spazio
normato LP(u) (7) & uno spazio di Banach.

(7) con la norma definita nel n. 15.4.
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16.5. Relazioni tra convergenza in media e convergenza quasi-
ovunque.

Un’altra conseguenza del Teorema 16.4.1 € che da ogni successione {f, }, convergente
in media di ordine p, se ne puo estrarre una, { f,, }, verificante le ipotesi del teorema della
converegenza dominata e quindi, in particolare, convergente p-quasi-ovunque.

Proposizione 16.5.1. Dati lo spazio di misura (2, A, p) e Uesponente p €10, +o0[, sup-
poniamo che {f,} sia una successione di funzioni appartenenti a LP(u), convergente in
media di ordine p verso una funzione f € LP(u).

FEsiste allora una successione {fn,}, estratta da {f,}, convergente p-quasi-ovunque
verso [ e avente la proprieta che vi é una funzione g, di classe LP, tale da risultare, in
tutto €,

(16.5.1) o] < 9 VkeN.

Dimostrazione. Dallipotesi f, — f segue che {fn} & una successione di Cauchy in LP(u),

pertanto, per il Teorema 16.4.1, esistono una funzione f € £P(u) ed una successione { fy,, },
estratta da {f,}, tali che

(16.5.2) fo — f in LP(p)

(16.5.3) oo = J n—qo. ;

inoltre la dimostrazione del Teorema 16.4.1 implica l’esistenza di g, funzione di classe L,
per cui valgono le (16.5.1). Dalla (16.5.2), usando la Proposizione 16.2.2, si deduce che &

f=f p-q.o.; di conseguenza, per la (16.5.3) e la Proposizione 16.2.1, si ha pure

fn, — [ p—q.o.

Cio completa la dimostrazione.

Corollario 16.5.1. Dati lo spazio di misura (2,.A, ) e l’esponente p €10, 400, suppo-
niamo che {f,} sia una successione di funzioni appartenenti a M(A) convergente pi-quasi-

ovunque verso una funzione f € M(A) ed in media di ordine p verso un’altra funzione
he M(A).

Risulta allora
(16.5.4) f =h pqo.
e pertanto si ha pure
fo — f in LP(p) , fn — h  p-q.o.
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Dimostrazione. Per la Proposizione 16.5.1 esiste una successione {f,, }, estratta da {f,},
tale che

fr, — h pqo.
ovviamente si ha pure
faw = F p-qo.

pertanto, per la Proposizione 16.2.1, risulta verificata la (16.5.4). L’ultima affermazione
dell’enunciato € una conseguenza immediata delle Proposizioni 16.2.1 e 16.2.2.

L’esempio seguente fa vedere che, in generale, dalla convergenza in media di ordine p
di una successione { f,,} non segue la convergenza p-quasi-ovunque dell’intera successione.

Esempio 16.5.1. Nello spazio di misura

(10,11, [0.1NL1, myy )

dove il simbolo My, g denota la restrizione della misura di Lebesgue m; alla o-algebra

traccia [0,1[NL;, consideriamo la seguente successione {f,} di funzioni appartenenti a
M([O, 1[ﬂ£1)1

fl = 1[071[ )
f2 o1 0 3 311
f4 [O7i[ ) f5 [%7%[ ) f6 [%7%[ ) f7 [%’1[ 9
ecc. ecc.
vale a dire la successione che si ottiene suddividendo via via, per h = 0,1, 2,..., I'intervallo

[0,1] in 2" intervalli semiaperti a destra, a due a due disgiunti e di uguale ampiezza, e
prendendo, di volta in volta, come termini della successione, gli indicatori degli intervalli
cosi ottenuti secondo l'ordine dato dall’ordinamento aritmetico di R. E facile convincersi
che l'espressione analitica della legge della successione { f,,} €

Jo =1 Vn e N |
[k(n) k(n)+1

2h(n) ) 2h(n)

dove, per ogni n € N, si ¢ indicata con (h(n),k(n)) l'unica coppia (h,k) di interi non
negativi, con k < 2", tale che
n=2"+k

cioe la coppia
h = [log2n] , k =n—h .
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Fissato un qualunque esponente p €0, +oc[, si ha

1
/|fn|de = oh(m) Vn e N,

D’altra parte dalla definizione di h(n) segue che ¢

n < 2.2hm Vn € N
e quindi
lim 2™ = 400 ;

possiamo allora concludere che la successione {f,} converge in media di ordine p alla
funzione identicamente nulla:
P
fn— 0 .

Invece non c’¢ convergenza quasi-ovunque; infatti, qualunque sia w € [0, 1], risulta

(16.5.5) lim f,(w) = 0 lim " f,(w) = 1

n—oo n—oo

Per provare le (16.5.5) basta osservare che, per ogni h € N, il punto w appartiene a uno
solo degli intervalli
h
0.3 [F &[]

quindi fra gli indici n € N tali che 2" < n < 2"*! ve n’¢ uno solo per cui f,(w) = 1, mentre
per tutti gli altri si ha f,(w) = 0; da questa osservazione seguono, ovviamente, le (16.5.5).

Mostriamo adesso due esempi di successioni convergenti quasi-ovunque che non con-
vergono in media di ordine p per nessun valore dell’esponente p €10, +oo[ (anzi le due
successioni sono tali che nessuna loro estratta converge in media di ordine p).

Esempio 16.5.2. Nello stesso spazio di misura

([0, 1[, [0,1[NLy, m[o,u)

del precedente Esempio 16.5.1 consideriamo la seguente successione {f,} di funzioni ap-
partenenti a M ([0, 1[NLq):

Ut = {Qnﬂ]o,i[}

Per ogni w € [0,1[ risulta w ¢]0, L[, e quindi f,(w) = 0, per n sufficientemente gran-
de; pertanto la successione { f,,} converge puntualmente in [0, 1], e quindi quasi-ovunque,
alla funzione identicamente nulla.

Invece, qualunque sia I’esponente p € |0, +00[, non c¢’¢ convergenza in media di ordine
p. Infatti, se la successione {f,} convergesse in media di ordine p, per il Corollario 16.5.1
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essa dovrebbe convergere in media di ordine p alla funzione identicamente nulla, cioe
dovrebbe risultare

lim [ |fuPdp = 0,

mentre invece si ha np

2
lim /|fn|pdu = lim — = 400

n—oo nn
Per lo stesso motivo nessuna successione estratta dalla {f,} pud convergere in media di

ordine p.

Esempio 16.5.3. Nello spazio di misura (R, £;,m;) la successione {f,} di funzioni ap-
partenenti a M (L), definita ponendo

fn - ﬂ[n—ln[ \V/’I”LGN,
¢ tale che
lim f,(w) = 0 Yw e R

(infatti, fissato un qualunque w € R, per n sufficientemente grande si ha f,(w) = 0) e
quindi converge m;-quasi-ovunque verso la funzione identicamente nulla.
Invece, fissato comunque un esponente p € |0, +o00[, si ha

lim /|fn|pd,u = lim1l=1

e pertanto né 'intera successione { f,, } né alcuna sua estratta convergono in media di ordine
D.

Completiamo il paragrafo facendo vedere come sia possibile caratterizzare la conver-
genza in media mediante la convergenza dominata.

Teorema 16.5.1. (Caratterizzazione della convergenza in media mediante la convergenza
dominata). Dati lo spazio di misura (Q, A, ) e l'esponente p €10, +00[, sia {fn,} una
successione di funzioni appartenenti a M(A) e sia f € M(A).

Condizione necessaria e sufficiente affinché la successione {f,} converga in media di
ordine p verso la funzione f é che da ogni successione { fn, }, estratta da {f,}, se ne possa
estrarrre una, {fnkr }, convergente p-quasi-ovunque verso f e avente la proprieta che esista
una funzione g, di classe LP, tale da risultare, in tutto €,

(16.5.6) | fr,

<y VreN.

Dimostrazione. La necessita della condizione segue subito dalla Proposizione 16.5.1, dato
che, se {f,} & convergente in media di ordine p verso la funzione f, la stessa cosa e vera
per una qualunque sua estratta {f,, }.
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Proviamo che la condizione & sufficiente. Supponiamo per assurdo che {f,,} non con-
verga in media di ordine p verso f, cioe non sia vero che

lim /|fn—f|pd,u =0 .
n—oo
Esistono allora un numero € > 0 e una successione { f,, }, estratta da {f,,}, tali che

(16.5.7) /]fnk —fPdp > e VkeN.

Ma, per ipotesi, in corrispondenza della successione esistono una sua successione
) 9 Nk

estratta, { fnkr}, convergente p-quasi-ovunque verso f, e una funzione g, di classe LP,

per le quali e verificata la (16.5.6). Possiamo allora applicare il teorema di Lebesgue alla

successione { fn, } e concludere che &

p
fnkT - f bl
vale a dire

i [ |fu, £ du =0

T—00

ma cio & assurdo in quanto dalla (16.5.7) segue, in particolare, che &

/]fnm—f\pduze VreN.

16.6. La convergenza in media al variare dell’esponente di inte-
grabilita.

Dimostriamo come prima cosa che, in conseguenza della disuguaglianza di Hoélder, la
successione prodotto di due successioni convergenti I'una in media di ordine p e I’altra in
media di ordine ¢, con p, ¢ esponenti coniugati, ¢ una successione convergente in media di
ordine 1.

Teorema 16.6.1. Dati lo spazio di misura (2, A, u) e la coppia di esponenenti coniugati

D, q, supponiamo che {fn}, {gn} siano due successioni di funzioni appartenenti a M(A) e
f,g siano due funzioni, elementi di M(A), tali che

fo — f inLP(u) gn — g in L(u)

Allora, considerata la successione prodotto { fngn}, risulta

fgn — fg in LY(p)
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Dimostrazione. Dalla disuguaglianza di Holder segue subito che le funzioni prodotto f, gy,
n € N, e fg appartengono tutte a £1(x). Proviamo che si ha pure

nh_{lgodl(fngnufg) =0 .

Infatti, sempre per la disuguaglianza di Holder, per ogni n € N si ha
di(fagn,f9) = /\fngn — fgldp = /|fngn — fng + fug — fogldp <

< /!angn — gldp + /\fn — fllgldp < dp(fn,0)dg(gn.9) + dp(fn.f)dg(g,0)
e da cio segue subito la tesi, tenendo presente che e, per ipotesi,

lim d,(fn,f) = 0 , lim dy(gn,9) = 0

n—oo

e che di conseguenza la successione {dp( fn, 0)} e limitata in R grazie alla disuguaglianza
triangolare

dp(fn,0) < dp(fn,f) + dp(f,0) VneN.

Grazie al Teorema 16.6.1 possiamo facilmente provare il seguente teorema di perma-
nenza dell’esponente di convergenza in media.

Teorema 16.6.2. Dato lo spazio di misura (2, A, 1), sia {f.} una successione di funzioni
appartenenti a M (A) e sia f una funzione elemento di M(A). Supponiamo che si abbia
convergenza in media:

Jo — [ in Lpl(:u) ) fo — [ in Em(ﬂ)

con due esponenti p1,p2 €10,+00[, p1 < p2. Allora si ha pure convergenza in media con
un qualunque esponente compreso tra py e ps :

fn — f inL"(w) Vr € ]p1, pa|

Dimostrazione. Dal Corollario 15.2.2 segue che le funzioni f,,, n € N, e f appartengono
tutte a L7 (u). Fatta questa premessa, si ha che la tesi

fn — f in L7(p)

equivale a
\fo—f|" — 0 in L)
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Per provare cio osserviamo che, essendo r € |py, pa[, possiamo scrivere
r=(1-1)p1 +tps

. . . T .
cont €0, 1] e, di conseguenza, considerare la successione {| fn—Ff ‘ } come una successione
prodotto:

’fn_f|r = ’fn_f|(1_t)p1’fn_f|tp2 VnE N

Poiché, grazie alle ipotesi, si ha

o f977 S0 m L™ W), faf" =0 st

la tesi segue subito dal precedente teorema dato che %_t e % sono, ovviamente, esponenti
coniugati.

Un altro teorema di permanenza dell’esponente di convergenza in media, valido per
le misure finite, e il seguente.

Teorema 16.6.3. Sia (2, A, u) uno spazio di misura con () < +oo. Siano {f,} una
successione di funzioni appartenenti a M(A) e f una funzione elemento di M(A) tali da
aversi convergenza in media:

fo = f inLP(n)

per qualche esponente p €10, +oo[. Allora si ha pure convergenza in media con un qualun-
que esponente minore di p:

S = f nL7(n) vr €0, p[

Dimostrazione. Per il Teorema 15.1.1 le funzioni f,, n € N, e f appartengono tutte a
L7 (n), pertanto la tesi da provare puo scriversi

|fn_f}r — 0 in ‘Cl(:U’)

7. . . . . . T
Utilizziamo ancora una volta il Teorema 16.6.1. Consideriamo la successione {‘ fn—1Ff | }
come una successione prodotto:

|fn_f‘r:’fn_f|rhn Vne N,

essendo {hn} la successione costante, il cui termine generale h,, € la funzione h identica-
mente uguale a 1. Per ipotesi si ha

\fu—f]" — 0 in L7 (p)
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con p’ = £; d’altra parte si ha pure, ovviamente,
hn, — h in L%(u)

con qualunque esponente s € ]0,4+o0] e, in particolare, con s = ¢’, ’esponente coniugato
di p’. A questo punto, per ottenere la tesi, basta applicare il Teorema 16.6.1.

I1 successivo Esercizio 16.6.1 mostra che nel teorema precedente I'ipotesi u(€2) < +o0
¢ essenziale.

Esercizio 16.6.1. Nello spazio di misura (N, P(N), ), dove u({n} =1 Vn € N, consideriamo
la successione di funzioni { fr} data da

1 1

o = n+1]1{”+1} T +%]1{2n} el

Provare che:
a) {fn:neN} C LP(u) Vpe]o,+ool;
b) fn — 0 p-qo. ;

c¢) {fn} converge in media di ordine p se e soltanto se p > 1.

Concludiamo il paragrafo osservando che il Teorema 16.6.3 € un caso particolare del
seguente teorema, che dimostreremo nel successivo Capitolo 19.

Teorema 16.6.4. Sia (2, A, 1) uno spazio di misura e supponiamo che per qualche coppia
di esponenti p,r €0, +oo[ valga l'inclusione insiemistica

L'(p) S LP(n)

Allora, per ogni successione {f,} di funzioni appartenenti a M(A) ed ogni funzione f €
M(A), tali da aversi

fo — f in LT(#) )

st ha pure

fn — f in LP(u)

16.7. Convergenza quasi-uniforme.

Definizione 16.7.1. (Convergenza quasi-uniforme). Dato lo spazio di misura (2,4, i),
sia {f,} una successione di funzioni appartenenti a M (A) e sia f € M(A).

Si dice che la successione {f,} converge p-quasi-uniformemente alla funzione f se
per ogni n > 0 esiste un insieme B, € A, con u(By) < 7, tale che la {f,} converga
uniformemente alla f nell’insieme B,:

(16.7.1) Vnp>0 3AB,€ A : u(B;)<n e fon 3 f inB,
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Per indicare che la successione {f,} converge p-quasi-uniformemente alla funzione f
adoperiamo la notazione

fn — f p—q.unif.

o anche, quando non vi & possibilita di equivoco in merito allo spazio di misura che si

considera, 1’altra
q.unif.
—

In I

in questo caso diciamo che “{f,} converge quasi-uniformemente a f”.

La proposizione seguente mette in relazione tra loro le due nozioni di convergenza
quasi-uniforme e convergenza quasi-ovunque.

Proposizione 16.7.1. Dato lo spazio di misura (2, A, 1), sia {fn} una successione di
funzioni appartenenti a M(A) e sia f € M(A).
Vale 'implicazione

q.unif.
H

fo o= LY.

fn

Dimostrazione. L’ipotesi di convergenza quasi-uniforme implica che per ogni k € N esiste
un insieme By, € A, con M(Bf/k) < %, tale che

fn :; f in Bl/k

e quindi, a maggior ragione,
fn — f In By /k
Posto

A = UBl/k ;
k=1
siha A€ Ae pu(A°) = 0in quanto, per ogni k € N, ¢
A C OB,

e quindi
p(A°) < w(Biw) < 3

E inoltre immediato verificare che risulta
fn— f InA
dunque la successione {f,} converge p-quasi-ovunque alla funzione f.

Anche per la convergenza p-quasi-uniforme, cosi come accade per la convergenza -
quasi-ovunque e per quella in £P(u), si ha che, se f, — f p-q.unif., allora la successione
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{fn} converge u-quasi-uniformemente verso tutte e sole le funzioni g € M(A) tali che
9= [ pq.o.

Proposizione 16.7.2. (Essenziale unicita della funzione limite nella convergenza p-quasi-
uniforme). Dato lo spazio di misura (2, A, p), sia {f,} una successione di funzioni appar-
tenenti a M(A) e siano f,g € M(A). Supponiamo inoltre che risulti

fn — f p-q.unif.

Si ha allora la sequente equivalenza

fn — ¢ p-quif. <= f=g p-q.o.

Dimostrazione. Proviamo l'implicazione =—-. Da f,, — f p-q.unif. e f,, — ¢ p-q.unif.
segue, per la precedente Proposizione 16.7.1, f,, — f p-q.0. e f, — g p-q.o.; pertanto,
per la Proposizione 16.2.1, risulta f =g p-q.o.

Proviamo adesso la <=. Per ipotesi vale la (16.7.1) ed esiste inoltre un insieme
A € A, con pu(A°) = 0, tale che f(w) = g(w) Vw € A. Per dimostrare che f, — g¢
p-q.unif. basta allora considerare, per ogni n > 0, I'insieme

C,=ANB, ;
si ha infatti
CheA , wC) = wA°UB)) < w(A®) + u(By) < n
e inoltre, dato che (), C B,, e che le restrizioni a C}, delle due funzioni f e g coincidono,
fn S g inC
Cio completa la dimostrazione.

Nel seguito, data una successione {f,} di funzioni appartenenti a M(.A), diremo che
la, successione {f,} converge p-quasi-uniformemente, senza fare menzione della funzione
limite, per significare che esiste una funzione f € M (A) tale che f,, — f p-q.unif.

Completiamo adesso il confronto tra la convergenza p-quasi-uniforme e quella p-quasi-
ovunque mostrando con un esempio che, in generale, dalla convergenza p-quasi-ovunque
non segue quella p-quasi-uniforme.

Esempio 16.7.1. (Una successione di funzioni che converge p-quasi-ovunque ma non
w-quasi-uniformemente). Abbiamo gia visto (Esempio 16.5.3) che nello spazio di misura
(R, £1,my) la successione {f,} di funzioni appartenenti a M (L;), definita ponendo

fn:]l \V/TLEN,

[n—1,n[
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converge mi-quasi-ovunque verso la funzione identicamente nulla .

Invece {f,} non converge mj-quasi-uniformemente. Infatti, se esistesse una funzione
f € M(L,) tale che f,, — f mj-q.unif., si avrebbe pure (Proposizione 16.7.1) f, — f
m;-q.0. e quindi (Proposizione 16.1.1) f =0 mj-q.o., da cui, per la Proposizione 16.7.2,
seguirebbe che {f,} converge mj-quasi-uniformemente verso la funzione identicamente
nulla. Fissato allora un qualunque numero n €10, 1], esisterebbe un insieme B,, con
m; (By) < n, tale che f,, = 0 in B, ; pertanto, in corrispondenza di un qualsiasi € €0, 1],
dovrebbe esistere un indice n € N tale da aversi

[fa(w)] < € YweE B, , Vn>7;

questa conclusione & pero assurda perché per ogni n € N (e, in particolare, per ogni
n > T) esistono sicuramente numeri w appartenenti all'intersezione B, N [n — 1,n[ (cio
segue facilmente dal fatto che m;(By) <1 =m([n —1,n[)) e per tali w la disuguaglianza
| fn(w)| < € ¢ falsa dato che f,(w) = 1.

Lo stesso ragionamento mostra che non vi & alcuna estratta di {f,} che converge
m1-quasi-uniformemente.

Per effettuare il confronto tra la convergenza p-quasi-uniforme e quella in media di
ordine p consideriamo i seguenti esempi.

Esempio 16.7.2. La successione di funzioni dell’Esempio 16.5.1, come sappiamo, converge
in media di ordine p alla funzione identicamente nulla, qualunque sia ’esponente p €
10, +00[, ma non converge quasi-ovunque. A maggior ragione (Proposizione 16.7.1) tale
successione non converge quasi-uniformemente.

Esempio 16.7.3. La successione di funzioni dell’Esempio 16.5.2, che, come sappiamo,
non converge in media di ordine p per nessun esponente p €]0,+o00[, converge quasi-
uniformemente verso la funzione identicamente nulla. Per provare questa affermazione
basta prendere, per ogni n > 0, come insieme B, un qualunque intervallo [0,c] C [0, 1]
con o < 1.

Osserviamo che la convergenza quasi-uniforme puo anche dimostrarsi applicando il
successivo teorema di Severini-Egorov (Teorema 16.7.2).

Esempio 16.7.4. Nello spazio di misura (R, £;, m;) consideriamo la seguente successione
di funzioni appartenenti a M (L4):

U} = {%%Mﬂ}

Poiché 1
lim sup|f,| = lim — = 0 ,
n—oo R n—oo N,
si ha
£, =0 inR
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e quindi (prendendo come insieme B, 'insieme vuoto) possiamo concludere che la suces-
sione { f,} converge quasi-uniformemente verso la funzione identicamente nulla.

Invece la successione {f,} non converge in media di ordine p per nessun valore di
p €0, +o0[. Infatti, dato che {f,,} converge quasi-ovunque verso la funzione identicamente
nulla, se vi fosse convergenza in media, per il Corollario 16.5.1 vi sarebbe convergenza in
media verso la funzione identicamente nulla, ma cio € impossibile dal momento che

(lo stesso ragionamento mostra che nessuna successione {f nk}a estratta dalla {f,}, puo
convergere in media di ordine p).

In conclusione non vi ¢ alcuna relazione di implicazione tra le due proprieta di conver-
genza quasi-uniforme e convergenza in media di ordine p. Vedremo pit avanti (Proposizione
16.8.3 e Corollario 16.8.1) che da ogni successione convergente in media di ordine p se ne
puo estrarre una convergente quasi-uniformemente.

La convergenza quasi-uniforme si caratterizza nel modo seguente.

Teorema 16.7.1. (Caratterizzazione della convergenza p-quasi-uniforme). Dato lo spazio
di misura (Q, A, u), supponiamo che {f,} sia una successione di funzioni appartenenti a
M(A) e che f sia una funzione elemento di M(A) .

La seguente condizione (QU) é necessaria e sufficiente affinché la successione { f,}
converga p-quasi-uniformemente alla funzione f :

(QU) Ve >0 — lim ,u({sup|fk—f| 25}) =0
n—00 E>n
(notiamo subito che gli insiemi
{Sup\fk—flze}, neN, >0,
k>n

che figurano nella condizione (QU), appartengono alla o-algebra A, ed & quindi lecito
considerarne la misura, dal momento che le funzioni f, f1, f2,... sono tutte .4-misurabili
per ipotesi).

Dimostrazione. Poniamo, per ogni n € N ed ogni £ > 0,

(16.7.2) E,. = {sup |fx — f| > 5}

k>n
ed osserviamo che, come ¢ facile verificare, I'insieme E, . ¢ “non crescente” rispetto a
ciascuno dei parametri n e €, cioe si ha:

Vni,ne €N @ ny <ng , Ve>0 — E,, & E., -,

VneN |, Vey,ea >0 : 61 <eég — En,€1 En752
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Dimostriamo che la condizione & necessaria. Dobbiamo provare che:

Ve >0 - lim pu(E,.) = 0,

n—oo

vale a dire
Ve>0, Vn>0 meN : pulE,:) <n Vn>n,

ovverossia, per la non crescenza di F, . rispetto a n,
Ve>0, Vn>0 dJneN : u(Br:) <71 .
Per ipotesi, in corrispondenza di n > 0, esiste B,, € A, con ,u(B,C,) < n, tale che
fn =5 f In By
pertanto, in corrispondenza di € > 0, esiste m € N tale che

|f(w) = f(W)] < YweEB,,¥n>T

€
2
e quindi

sup [fn(w) — f(w)] <

n>n

< € Vwe B, .

N ™

La precedente disuguaglianza dice che vale 'inclusione insiemistica

Bn g {Sup|fn_f|<€} )

n>n

cioe

B n g %,E )
di conseguenza si ha pure

Er. <€ B, ,

da cui

come dovevamo dimostrare.

Proviamo che la condizione e sufficiente. Fissato un qualunque 1 > 0, osserviamo che,
per ipotesi, per ogni r € N risulta

lim ,u(E 1) = 0

n,
n—oo s

e pertanto, in corrispondenza del numero positivo n2~", esiste un indice n,. € N tale che

L]

w(E, %) < n27"
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Consideriamo la successione di insiemi

E. 1, Enm% e Enm% e
e poniamo
oo
B, = E°¢
n n'r‘:%
r=1

Ovviamente si ha B,, € A. Risulta inoltre

ks

wBy) = M(UE%A) < A2 = g
r=1

Verifichiamo infine, per completare la dimostrazione, che si ha
fn 3 f in By,

Infatti, fissato comunque > 0, se si considera un numero 7* € N tale che X < Z, si ha,
per la definizione di B, e la non crescenza di E, . rispetto a ¢,

C C
By CE, .1 CE .z

La precedente inclusione insiemistica implica che e

S |fi(w) = fw)l < # Yw € B,
e quindi
|fe(w) = flw)] < € Yw e B, , Yk > np

dunque {f,} converge uniformemente a f in B,,.

Siamo ora in grado di provare tramite la precedente caratterizzazione che, se la misura
w ¢ finita, allora convergenza quasi-ovunque e convergenza quasi-uniforme sono proprieta
equivalenti.

Teorema 16.7.2. (Teorema di Severini-Egorov). Supponiamo che (2, A, i) sia uno spazio
di misura con u(Q2) < 400, e siano {fn} e f, rispettivamente, una successione di funzioni
appartenenti a M(A) ed una una funzione elemento di M(A).

Se la successione { f,} converge pu-quasi-ovunque alla funzione f, allora {f,} converge
pure p-quasi-uniformemente a f.

Dimostrazione. Continuiamo ad adoperare la notazione (16.7.2).
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Per ipotesi esiste un insieme A € A, con p(A°€) = 0, tale che
fn— f inA.

Fissato un qualunque € > 0, possiamo allora affermare che per ogni w € A esiste un indice
7 (dipendente da w) tale che |fi(w) — f(w)| < § per ogni k > 7 e quindi

sup |fi(w) — fw)] < § < €,
k>n

cio¢ w € ES _. Abbiamo cosi verificato che, per ogni € > 0 vale I'inclusione
C
Ac UE. .
neN
da cui, considerando gli insiemi complementari, si ottiene
C
A° 2 () Bne
neN

e quindi si ha
:U’( ﬂ En,s) = 0.
n=1

Ma, dato che la misura p ¢ finita e che la successione di insiemi {F,, .} € non crescente
) \E 9
per la proprieta di continuita verso il basso si ha pure

N( ﬂ En,5> = lim ,u(En,g) ,
n=1

n—oo

dunque ¢ verificata la condizione (QU). Cio completa la dimostrazione.

Osservazione 16.7.1. Non bisogna commettere ’errore di ritenere, per analogia con la
definizione di convergenza p-quasi-ovunque, che la convergenza p-quasi-uniforme di una
successione {f,} ad una funzione f equivalga al verificarsi della seguente condizione:

(16.7.3) dJAe A : wA) =0 e fr,Zf inA.

Infatti, mentre ¢ immediato verificare che (16.7.3) ¢ condizione sufficiente affinché { f,, }
converga p-quasi-uniformemente a f (per ottenere la validita della (16.7.1) basta prendere
B, = A per ogni n > 0), il successivo esempio mostra che, in generale, dalla convergenza
p-quasi-uniforme di {f,} a f non segue la (16.7.3).

Esempio 16.7.5. Consideriamo, come spazio di misura (2, A, u), la “restrizione” (gia
considerata in precedenti esempi) dello spazio di misura (R, £y, m;) all’intervallo [0,1],
cioe

Q=101 , A=1[0,1NnL , pu =

ml‘[o,l[m:l ’
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e, come successione di funzioni {f,}, elementi di M(A), la successione di funzioni {z"}
(osserviamo che la A-misurabilita della funzione ™ segue dalla sua continuita).
Poiché e

lim 2™ = 0 Ve e [0,1],

si ha f,, — 0 p~q.o. e quindi, per il teorema di Severini-Egorov, f,, — 0 p-q.unif.

Proviamo che, invece, non vale la (16.7.3). Infatti, se fosse verificata la (16.7.3), per
ogni € €10, 1] esisterebbe un indice m € N tale da aversi, per ogni n > 7,

[fu()] < e Vz e A,

cioe
A C {|ful <€},

da cui, considerando gli insiemi complementari, segue che e

A2 {[ful = €}

e quindi
/L({|fn| 25}> =0,

ma cio e falso, in quanto, per ogni n € N, 'insieme
(Iful >} = {ze[0,1]: 2" >e} = [en,1]

ha misura positiva.

16.8. Convergenza in misura.

L’ultimo modo di convergenza delle successioni di funzioni reali misurabili che pren-
deremo in esame si ottiene attenuando la condizione (QU), che caratterizza la convergenza
quasi-uniforme. Precisamente, anziché richiedere che sia infinitesima, al divergere di n, la
misura dell’insieme

(ol 122} |
k>n
ci si limita ad imporre che lo sia quella del sottoinsieme

{’fn_f’ZE} .
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Definizione 16.8.1. (Convergenza in misura). Dato lo spazio di misura (2,4, i), sia
{fn} una successione di funzioni appartenenti a M (A) e sia f € M(A).

Si dice che la successione di funzioni {f,} converge in misura rispetto a p (oppure in
u-misura) alla funzione f se e verificata la seguente condizione:

(M) ve>0 = lim u({|fa—fl=e}) =0 .

Per indicare che la successione {f,} converge in misura rispetto a u alla funzione f
adoperiamo la notazione
fn — f in p-misura

o l’altra
nw

fo = f
ovvero ancora, quando non vi e possibilita di equivoco in merito allo spazio di misura che
si considera, 'altra
fn — f in misura .

Anche per la convergenza in misura vale, a proposito dell’unicita del limite, un risultato
analogo a quelli relativi agli altri tipi di convergenza, cioe si ha la seguente proposizione.

Proposizione 16.8.1. (Essenziale unicita della funzione limite nella convergenza in misu-
ra). Dato lo spazio di misura (2, A, 1), sia {fn} una successione di funzioni appartenenti
a M(A) e siano f,g € M(A). Supponiamo inoltre che risulti

1=

fo = f

Si ha allora la sequente equivalenza

"
fn =9 <= f=g pq.o.

Dimostrazione. Proviamo 'implicazione = . La tesi da dimostrare ¢

(16.8.1) w({f #g}) = 0 ;
pertanto, dato che e

A = U{r-a=1}.

k=1

basta dimostrare che risulta

p({lf—gl>a}) = 0 Vo >0 .
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Osserviamo a tale scopo che, per ogni a > 0 ed ogni n € N, si ha

(16.8.2) {lf —glzc} CAlf=ful 25} UAlfn—gl= 35} ;

infatti, se w € un elemento di €2 che non appartiene all’'unione

Uf=rfal 253 U Alfn—9l 23},

allora valgono entrambe le disuguaglianze

[fw)=fu@] <5 [falw) —gW)] <

(Nl

e quindi si ha

[f(w) —g(@)| < [f(W) = fal@)] + [falw) —gW)] < 5 +5 = a,

cio¢ w non appartiene neanche all’insieme {|f — g| > a}; conseguentemente & vera 'inclu-
sione (16.8.2).
Dalla (16.8.2) segue

(16.8.3) p({lf—glza}) < p({lf=ful 25} + p({lfa—9l > 5})
Poiché, per ipotesi, f, AN fefn EaY g, si ha
nll_)rr.goﬂ<{|f_fn| > % ) =0 , hmnﬂooﬂ({|fn_g| > %}) =0,

pertanto, passando al limite per n — oo nella disuguaglianza (16.8.3) si ottiene

p({lf—gl>a}) =0,

come dovevamo dimostrare.

Proviamo adesso 'implicazione <=. Per ipotesi valgono la (M) e la (16.8.1). Per

dimostrare che f, EaN g, basta allora osservare che, per ogni € > 0 ed ogni n € N, risulta

Ufn—9gl =}y S A{lfa—flZectU{f#g} ,

e quindi

:u({’fn_g‘ 25}) < ,UJ({|fn_g’ 25}) )

e passare al limite per n — oo nella precedente disuguaglianza.

Nel seguito, data una successione {f,} di funzioni appartenenti a M(.A), diremo che
la successione {f,} converge in misura rispetto a u se esiste una funzione f € M(A) tale

che f, & f.
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Evidentemente, come & gia stato accennato all’inizio del paragrafo, la condizione (QU)
implica la (M). Si ha pertanto la seguente proposizione.

Proposizione 16.8.2. Dato lo spazio di misura (2, A, ), sia {f,} sia una successione
di funzioni appartenenti a M(A) e sia f € M(A).
Vale 'implicazione

q.unif.

fo TS = fu D f

Passiamo ora ad occuparci del confronto tra la convergenza in media di ordine p
e la convergenza in misura. Anche questo si effettua abbastanza facilmente grazie alla
disuguaglianza di Cebicev.

Proposizione 16.8.3. Dato lo spazio di misura (2, A, n), sia {f,} sia una successione

di funzioni appartenenti a M(A) e sia f € M(A).
Per ogni esponente p €0, +oo[ wvale l'implicazione

p Iz
fo = f = fo = f
Dimostrazione. Per ipotesi si ha
lim /|fn—f|pd,u =0 .
n—oo

Inoltre, per ogni € > 0 ed ogni n € N, si ha, per la disuguaglianza di Cebicev (Teorema
15.4.1)

1
p{lsa = A1z < 5 [l fPdn
da cui, passando al limite per n — oo, si ottiene che & verificata la (M).
Relativamente alle due proposizioni precedenti si hanno i seguenti controesempi.

Esempio 16.8.1. La successione di funzioni dell’Esempio 16.5.1 converge in misura
(poiché converge in media), ma non converge quasi-ovunque e quindi neanche quasi-
uniformemente.

Esempio 16.8.2. Le successioni di funzioni degli Esempi 16.5.2 e 16.7.4 convergono in
misura (poiché convergono quasi-uniformemente), ma non convergono in media per nessun

esponente p € |0, +oo[, né hanno estratte convergenti in media.

Esempio 16.8.3. Sia {g,} la successione di funzioni che si ottiene da quella dell’Esempio
16.5.1 ponendo

gn = 2nfn VneN.
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La successione {g,} converge in misura alla funzione identicamente nulla; infatti,
fissato un qualunque € > 0, per ogni n € N si ha

0 se e>1

{lgnl > e} =

[;((7?) ) %Z’():Sl [ se 0<e<l1

e quindi, in ogni caso,
. m[0,1[({|9n| >e}) = 0.

Invece la {g,} non converge né quasi-ovunque né in media.
Dimostriamo che {g,} non converge quasi-ovunque. Infatti, con considerazioni ana-
loghe a quelle svolte per provare le (16.5.5), si ha che

lim ‘g, (w) = 0 , lim “g,(w) = +o0

n—oo n—oo

Proviamo che {g,} non converge in media per nessun esponente p € |0, +oo[. Infatti,
se la successione {g,} convergesse in media di ordine p, allora, come conseguenza delle
Proposizioni 16.8.3, 16.8.1 e 16.2.2, essa dovrebbe convergere in media di ordine p alla
funzione identicamente nulla, ma cio e impossibile poiché

np
. o
Jim [ gnf?dp = lim oy

= 40
(si tenga presente che & 2™ < n). Il ragionamento svolto mostra anche che nessuna
successione estratta dalla {g,} pud convergere in media.

Vogliamo adesso presentare una caratterizzazione della convergenza in misura che pre-
scinde dalla conoscenza della funzione limite f (cosi come accade nel criterio di convergenza
di Cauchy).

La condizione che dimostreremo essere necessaria e sufficiente per la convergenza in
misura di una successione {f,} di funzioni appartenenti a M (A) ¢ la seguente condizione

di Weyl-Riesz:

(W-R) Ve,np >0  TmeN w({lfn—fml>€}) <n Vam>n .
Premettiamo un lemma.

Lemma 16.8.1. Dato lo spazio di misura (2, A, ), sia {fn} sia una successione di

funzioni appartenenti a M (A) verificante la condizione (W-R).

Esiste allora una successione {fnk }, estratta dalla {f,}, che converge u-quasi-unifor-
memente.
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Dimostrazione. Fissiamo una qualunque successione {ay} di numeri reali positivi tale che
> oreqar < +oo. Poi, per ogni k € N, applichiamo l'ipotesi (W-R) con e = n = aj. In
questo modo otteniamo ’esistenza di una successione {ny } ey di numeri interi positivi tale
da risultare, per ogni k € N,

N(ﬂfn_fm’ Zak}) < ag VYn,m > ng .

Ovviamente si puo supporre che la successione {ny} sia crescente. Pertanto, posto

Ex = {|fon = frnea| = ar} VkeN,

dato che entrambi gli indici ny e ng11 sono maggiori o uguali a ny si ha
H(Ek:) < ag Vk e N .

Dimostriamo che la successione { f,, } converge u-quasi-uniformemente. A tale scopo
¢ sufficiente provare che per ogni 7 > 0 ¢ possibile trovare un insieme B, € A, con
p(By) <, tale che la successione di funzioni { f,,, } verifichi in B, la condizione di Cauchy
per la convergenza uniforme (¥).

Fissato un qualunque n > 0, scegliamo, in corrispondenza, un indice k* € N tale da
aversi

p(Ep) + p(Egv1) + p(Eprsa) + ... < 1
(cid & possibile poiché Y 7 | w(Ey) < Y peq ar < +00) e poniamo
B, = (UB) .

k=k*

di modo che si ha B, € A e u(By) < n. Proviamo che la successione {f,,} verifica in
B, la condizione di Cauchy per la convergenza uniforme. Fissato un qualunque € > 0,
determiniamo un indice k € N tale che

[oe)
Eak<6'
k=k

(8) Infatti, una volta provato cio, considerata la funzione f € M(A) definita ponendo

f=(lim 'f)1, |

n—oo

essendo
A= {-0c0o< lim fn <400} ,
n—oo

si ha che, per ogni n > 0, la successione { fn, } converge uniformemente a f in By, dunque {fn, }
converge p-quasi-uniformemente a f.
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Allora, per ogni coppia di indici r, s € N tali che r > s > max{k*, k} ed ogni w € B,, si ha

| fra (@) = fo ()] <

< |fns(w)_fns+1(w)‘ + ‘fns+1(w)_fns+2(w)‘ + ...+ ’fnr_1(w)_fnr(w)| <

(poiché w non appartiene a nessuno degli insiemi Es, Fsi1, ..., E,._1, dal momento che
we B,es>k")

< Qg + ... + ap_1 <
(poiché s > k)

< aE—f—...—I—a,n_l < CLE+GE+1+G’E+2+"' < € .

Ne segue che la successione { f,, } verifica in B, la condizione di Cauchy per la convergenza
uniforme.

Teorema 16.8.1. (Criterio di Weyl-Riesz per la convergenza in misura). Dato lo spazio
di misura (Q, A, 1), supponiamo che {f,} sia una successione di funzioni appartenenti a
M(A).

Condizione necessaria e sufficiente affinché {f,} converga in misura rispetto a j &

che {fn} wverifichi la condizione di Weyl-Riesz (W-R).

Dimostrazione. La condizione ¢ necessaria. Supponiamo che {f,} converga in misura

rispetto a p e sia f € M(A) una funzione tale che f, Lat f. Assegnati comunque €,n > 0,
per ipotesi si ha

Jdim u({[fn = f1=35}) =0,
pertanto esiste un indice m € N tale che
p{lfn—=fl=5H < 4 Vn>7.

Allora, per ogni coppia di indici n,m > 7, osservando che e

(cio si prova ragionando come per la (16.8.2)), si ha

pllfn —flzeh) < pl{lfa—f125H +pllf —ful=235H) < 3+3 =0,
dunque vale la (W-R).

La condizione ¢ sufficiente. Se ¢ verificata la (W-R), allora, per il Lemma 16.8.1 e la
Proposizione 16.8.2, esistono una successione { fnk}, estratta dalla {f,}, ed una funzione
f, elemento di M (A), tali che

fon = f .
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Proviamo che l'intera successione { f,,} converge in p-misura verso f. Assegnati ad arbitrio
g,n > 0, per la (W-R) esiste un indice 1 € N tale da risultare

(16.8.4) w({|frn—fml =5} < 2 Vn,m > .
D’altra parte, dato che f,, Eas f, esiste un indice k € N tale che

(16.8.5) p({fo, — f1=5}) < 2 Vk >k .
Fissiamo un indice k* > k in modo che sia anche ng- > f; risulta allora, per ogni n > 7,

n{lfn —flze}) <

(ragionando come per la (16.8.3))

< wl{lfa = fa1 =51 + 2({faee —fI = 5}) <

(per la (16.8.4) e la (16.8.5), dato che & n,ny- > 7 e k* > k)

noon
<2+l =y,
o Ty =1

quindi, per 'arbitrarieta di €, > 0, possiamo concludere che

fo B f .

Dal Teorema 16.8.1 e dal Lemma 16.8.1, tenuto conto delle Proposizioni 16.8.2, 16.8.1
e 16.7.2, discende il

Corollario 16.8.1. Dato lo spazio di misura (2, A, 1), supponiamo che {f,} sia una
successione di funzioni appartenenti a M(A) convergente in p-misura verso una funzione
feM(A).

Esiste allora una successione {fnk }, estratta dalla { f,}, tale che f,, — f p-q.unif.

Esempio 16.8.4. La successione di funzioni considerata nell’Esempio 16.7.1 converge
quasi-ovunque e non ha successioni estratte convergenti quasi-uniformemente; per il Co-
rollario 16.8.1 non vi sono neanche estratte convergenti in misura.

Teorema 16.8.2. (Caratterizzazione della convergenza in misura mediante la convergenza
quasi-uniforme). Dato lo spazio di misura (2, A, ), sia {fn} una successione di funzioni
appartenenti a M(A) e sia f € M(A).

Condizione necessaria e sufficiente affinché la sucessione {f,} converga in p-misura
verso la funzione f € che da ogni successione {fnk}; estratta dalla {f,}, se ne possa
estrarre una, {f’n’kr }, convergente p-quasi-uniformemente a f.
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Dimostrazione. La necessita della condizione segue subito dal Corollario 16.8.1 e dalla
ovvia osservazione che, se la successione {f,} converge in p-misura verso la funzione f, la
stessa cosa € vera per ogni sua successione estratta.

Dimostriamo che la condizione ¢ sufficiente. Supponiamo, per assurdo, che la succes-
sione {f,} non converga in p-misura verso la funzione f. Esiste allora un numero ¢ > 0

per il quale la successione
{u{lfa = 12D}

non e infinitesima; conseguentemente esistono un altro numero n > 0 ed una successione
{ fre }, estratta dalla {f,}, tali da risultare

p({|fox = ] = €}) = Vk € N;

ne segue, ovviamente, che nessuna estratta dalla { fnk} puo convergere in pg-misura, e
quindi (Proposizione 16.8.2) neanche p-quasi-uniformemente, alla funzione f, ma cid ¢ in
contraddizione con l'ipotesi.

16.9. Riepilogo delle relazioni esistenti tra i vari modi di conver-
genza.

Le relazioni che intercorrono tra i quattro tipi di convergenza esaminati nel corso del
capitolo possono essere sintetizzate nello schema che segue. I simboli p, q.unif., q.0. e
i indicano, rispettivamente, la convergenza in media di ordine p, quella quasi-uniforme,
quella quasi-ovunque e quella in misura; la freccia a tratto continuo == denota, com’e
d’abitudine, I'implicazione, mentre quella a tratto discontinuo === ha il significato di
“implicazione per un’opportuna successione estratta”, cioe: la proprieta di convergenza
indicata dalla coda della freccia comporta che vi e un’estratta della successione considerata
che converge nel modo indicato dalla punta della freccia.

p
Y
q.unif. — u
[ 0 u<+oo} 0
q.0.

Ovviamente, oltre alle implicazioni che si deducono dallo schema immediatamente (cioe
con un solo passaggio), valgono anche quelle che si ottengono “per transitivita”, quale, ad
esempio, la



che si ricava dalle

4 === q.unif. , q.unif. == q.o.

Le implicazioni che non sono deducibili dallo schema sono false.

Per comodita del lettore riportiamo di seguito un elenco dettagliato delle implicazioni
e dei controesempi.

Implicazioni.
D —— W Proposizione 16.8.3
p === q.unif. [Proposizione 16.8.3 e Corollario 16.8.1]
P === q.0. Proposizione 16.5.1
oppure
[Proposizione 16.8.3, Corollario 16.8.1 e Proposizione 16.7.1}
q.unif. =— pu Proposizione 16.8.2
q.unif. =——= q.o. Proposizione 16.7.1
q.0o. =—— q.unif. Teorema 16.7.2
(se p < 400)
=== q.unif. Corollario 16.8.1
W === q.0. [Corollario 16.8.1 e Proposizione 16.7.1}

53



Controesempi.

q.unif. =#= p Esempi 16.7.3 e 16.7.4

q.0. =#4= P Esempi 16.5.2, 16.5.3 e 16.7.4
0 =#= D Esempi 16.8.2 e 16.8.3

p =~  q.unif. Esempio 16.7.2

i =~  q.unif Esempi 16.8.1 e 16.8.3

q.0. =#= q.unif. Esempio 16.7.1

P == q.0. Esempio 16.5.1

1 —= q.o. Esempi 16.8.1 e 16.8.3

q.o. =#= 1 Esempio 16.8.4

Terminiamo il capitolo con un’osservazione che si rivela spesso utile.

Osservazione 16.9.1. Supponiamo che una successione { f,,} di funzioni appartenenti a
M (A) converga verso una funzione f € M (A) secondo uno dei quattro modi di convergenza
studiati e verso un’altra funzione g € M (A) secondo un altro di tali modi. Allora, con
ragionamenti simili a quelli adottati per il Corollario 16.5.1, e facile provare che risulta

f =9 pqo.

e pertanto, per 'essenziale unicita della funzione limite, la successione {f,} converge se-
condo ciascuno dei due modi di convergenza sia verso la f che verso la g.
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