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La funzione f & definita in tutto R? ed & di classe C* (& un polinomio nelle due variabili x e y).
Si osserva subito che I'insieme E degli zeri della funzione f & 'unione dell’insieme dei punti della parabola
y = 2, di quello dei punti della parabola y = 422 e di quello dei punti della retta y = 1. Inoltre, nell’insieme
R?\ E il segno della funzione f coincide con quello della funzione (y — x2)(y — 42?), dunque f & positiva se
y < 22 oppure y > 422 ed & negativa se 22 < y < 422. Dallo studio del segno della funzione segue subito che
tutti i punti della retta y = 1, ad eccezione di quelli di ascissa x = +1 e z = i%, sono di estremo relativo
per f, precisamente:
e ipunti (z,1), con z €] — 00, —1[U] — 3, [U]1, +oo[ sono di minimo relativo, ma non di minimo relativo
proprio;
e i punti (x,1), con z €] — 1, —%[U}%, 1] sono di massimo relativo, ma non di massimo relativo proprio.

L’esame del segno di f mostra inoltre che per ognuno dei tre domini limitati

A={(z,y) eR* : 2> <y <1} ,

B={(z,y) eR*: 0<y<1,—yy<a<-iyy}, C={(z,yeR?:0<y<1,iy<az<y}

la corrispondente restrizione di f assume valore nullo sulla frontiera dell’insieme e valori di segno costante
(positivo per A e negativo per B e C) all'interno dell’insieme. Ne segue che il massimo assoluto della
restrizione f|a (che esiste per il teorema di Weierstrass) viene preso allinterno dell’insieme A, dunque

o
nell’insieme A vi & almeno un punto di massimo relativo per f. Per motivi analoghi vi & almeno un punto
(o) [e]
di minimo relativo per f in ciascuno degli insiemi B e (.
Cerchiamo adesso i punti stazionari di f.
Si ha, in tutto R2,

folz,y) = [2u(y —42®) —8x(y —2*)] (y —1)* = —2a(5y —82%)(y — 1) ,
fyy) = (y—42®)(y -1+ (y—2?)(y—1)* +2(y —2*)(y —42®)(y — 1) =
= W-D[y—42"+y—2a®)(y—1) +2y—2%)(y —42?)] =

= (y—1)[(2y = 52®)(y — 1) + 2(y — %) (y — 427)]

=0
Pertanto le soluzioni del sistema { N sono i punti (z,1), € R (gia esaminati) e le soluzioni del sistema

y =

0
*) (29— 50%)(y — 1) + 2(y — #)(y — 42%) = 0

{ —2x(5y — 827)

1



Risolviamo il sistema (*). Si ha:

() { xzou{ i LN
2y(y — 1) +2y° =0 2-Z)yy-1)+201-2)1-3)y*=0

=0 x2:gy
{y(?y—l):() U {y(2y—1):0 ’

dungque le soluzioni di (*) sono: (0,0), (0,3) e (:I:ﬁ ). 11 punto (0,0) & uno zero di f e I’esame del segno

412

della funzione mostra subito che esso non ¢ un punto di estremo relativo. Invece i punti (0, %), (—%, %)
[e] [e] [e]

e (%, %) appartengono, rispettivamente, agli insiemi 4, B e C e sono gli unici punti stazionari in tali

insiemi. In base alle considerazioni svolte in precedenza possiamo allora concludere che (0, %) € un punto
di massimo relativo proprio per la funzione f (dato che in tutto A\ {(0,3)} ¢ verificata la disuguaglianza

iﬁl

5 3) sono di minimo relativo proprio per f.

f(z,y) < f(0,3)), mentre, per motivi analoghi, i punti (

La funzione di due variabili
flz,y) =e""! —logz +y—1

¢ definita e continua nell’aperto A =)0, 4+o00[ XR ed & ivi dotata di derivate parziali prime continue:

folwy)=e"tv 1L f(zy)=e"tv 141 .

Per dimostrare ’esistenza e 'unicita della funzione implicita ¢ basta osservare che si ha:
fy(z,y) >0 V(z,y) e A
e inoltre, per ogni = €]0, 400,

lim f(z,y)=-oo , lm f(z,y) =400 ;
Yy——00 y——+oo
infatti cid comporta che, per ogni x €]0, 4+00[, la funzione (della sola variabile y) y — f(z,y) (che & definita
e continua in R, dato che f & definita e continua in A) & crescente in R ed ha come codominio tutto R,
dunque esiste uno ed un solo numero reale () tale che

flx,p(x) =0 .

a) Per provare che la funzione ¢ :]0,+o0o[ — R, cosl ottenuta, & derivabile in |0, +oo[, osserviamo che
in ogni punto (xg,yo) = (xo, p(x0)) del grafico di ¢ sono verificate, per la funzione f, le ipotesi del teorema
del Dini e — dato che esiste la derivata f,(zq, ¢(xo)) — anche quelle del teorema di derivazione della funzione
implicita; pertanto ¢ & derivabile in |0, 4+o00[ e si ha, per ogni z €]0, 400,

oy = _ Lel@e(@) T - g
ST T ew) T e

(sommando e sottraendo 1 al numeratore)



b) Osserviamo che, per x =1, si ha f(1,y) = e¥+y—1 Vy € R e che 'equazione eV +y—1 = 0 ammette
la soluzione y = 0; cid prova che & ¢(1) = 0. Di conseguenza si ha pure

1+ 4
/ _ _ T =
o'(1) = [ erte(@)—1 1 1 ot
¢) Siha
P I s S B Tt () Lk LA
orte(@ -1 1 | (erte()—1 4 1)2

Yz €]0,400]

e pertanto, dato che 1 + p(z) > 0 Va €]0,400[ (punto a)), risulta ¢’ (z) < 0 Va €]0,4o00[, dunque ¢ &
strettamente concava in |0, +00[.

d) Da c) segue che la derivata ¢’ & decrescente in ]0,+o0[; pertanto, essendo ¢'(1) = 0, risulta
©'(x) >0Vr e€l0,1] e ¢'(x) < 0 Va €]1,+00[, dunque ¢ & crescente in ]0, 1] e decrescente in [1, 4+o0].

e) Dall’identita

(%) @)=l _ogr+p(z)—1 = 0 Va €10, 00|
si ricava la disuguaglianza

olxr) < logz+1 Vz €]0,400]
e da questa, per il teorema del confronto, segue che lim, o4 ¢(z) = —c0.

Per quanto riguarda il limite per x — 400 osserviamo che il limite esiste sicuramente, ed ¢ uguale a
¢ € R oppure a —oo, in quanto la funzione ¢ & decrescente in [1,4+o00[; d’altra parte, il sussistere della (*)
comporta che il limite non puo essere uguale ad un un numero ¢ perche, se cosi fosse, le due funzioni e* e
e*+#(@) =1 garebbero infiniti dello stesso ordine al tendere di z a +oco e, per la (*), la stessa cosa potrebbe
dirsi delle funzioni e*t¥(*)~1 e logz, dunque si perverrebbe alla conclusione assurda che le funzioni e® e
log z sono infiniti dello stesso ordine al tendere di z a 400 (in maniera piu concisa: se si suppone che
lim, 1o @(x) = £ € R, allora, dalla (*), dividendo per log z, si ottiene la contraddizione

z+p(x)—1 _ 1 -1 T -1
0= lim o g+ p(x) = lim e—e“’(””)_l—l—i—(p(L = 400 ,
z—+00 log z z—+oo |logx log x
dal momento che
lim ef®~1 = ¢f! lim pla) =1 =0)
T +00 ’ z—+oo  logx
Rimane cosi provato che lim,_, o p(z) = —o0.
f) Poiché lim,_, . @(x) = —o0, dalla (*) si ricava che
() lim e"t?@~1 — Jim [logz — p(z) +1] = +oo
T—+00 r—+00
e, conseguentemente,
li ! = i 1 1t % = -1
r—1>r-|r-loo<p (l‘) - x—%Too —l+ eTt+e(z)—1 +1 -
quindi un eventuale asintoto per £ — 400 ha coefficiente angolare m = —1. D’altra parte, per la (**), si ha
pure
liT [+ o) —1] = 400
e quindi
lim [p() —ma] = lm [p(z)+a] = +oo ,

dunque il grafico di ¢ non ha asintoto per x — +oo.
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a) La funzione f & definita e continua in tutto R2.
Scriviamo la legge di f liberandola dal valore assoluto. Si ha:
rarctg (y — z2) se (xz,y) € A,
flz,y) =  —zarctg (y — z?) se (z,y) € B,
0 se (z,y) € C,

dove A e B sono i seguenti insiemi aperti:

A= {(xr,y) eR* : y>2?} | B = {(r,y) €R?*: y < 2?}

e C ¢ I'insieme dei punti della parabola y = x2.

La funzione f & pertanto dotata di entrambe le derivate parziali f; e f, in ogni punto dellinsieme AU B
e risulta:

2 2
fo(z,y) = arctg (y —2?%) — m ;o fylzy) = m
V(z,y) € A,
2 2
) = = Jacte =2 = (o] o) = — o
V(z,y) € B .

Studiamo Desistenza delle derivate parziali nei punti (xg,yo) € C. Poiché f & continua, possiamo cercare
di utilizzare il corollario del primo teorema di L’Hospital riguardante il limite del rapporto incrementale. Per
quanto riguarda la f, troviamo che:

e se xg < 01 limiti laterali

lim fﬂf(xayo) ) mll)g;+f$(x7y0)

T—xT0—

sono rispettivamente uguali (per il teorema sul limite della restrizione) ai limiti

Folp () =203 Fuly () = 203

m m
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,Y0)

pertanto (per il corollario del teorema di L’Hospital) si ha pure

lim f(x,90) — f(0,Y0) _ 2x8 7 lim f(x,y0) = f(0,%0)

T—T0— T — X0 T—x0+ Tr — X9

= —2963 ;
conseguentemente, dato che i limiti laterali del rapporto incrementale sono diversi, la derivata f, (xo,yo) non
esiste;

e se o > 0 si ha una situazione analoga alla precedente:

lim fr(xayO) - lim fm|A(xay):72xg )

T (z,y)—(20,y0)

lim  f,(@.90) = el 9) = 223

im
T—=To (z,y)—(z0,y0)

quindi la derivata f(xq,yo) non esiste;



e se xg = 0, allora
lim f.(x,0) = lim zln(@x,y) =0,
i £o(00) = tim Ly ()
pertanto la derivata f,(0,0) esiste ed & uguale a zero.

Per quanto riguarda la f, si ha:

lim Z0, = lim x, = —x9 ,
yﬂyo*fy( oY) (z,y)ﬂ(zo,yo)mB( ) 0

1. 5 == 1 9 = 9
Jm S(woy) = im0 ila@y) = o

pertanto 1'unico punto di C nel quale esiste la derivata f, € il punto (0,0), per il quale si ha f,(0,0) = 0.

b) La risposta ¢ immediata per tutti i punti di R?\ {(0,0)}; infatti le derivate f, e f, sono continue
nell’aperto AU B, quindi f ¢ differenziabile in tutti i punti di AU B per il teorema del differenziale totale;
invece nei punti di C'\ {(0,0)} non ¢ soddisfatta una delle condizioni necessarie per la differenziabilita
(lesistenza delle derivate parziali), quindi f non ¢ differenziabile in tali punti.

Per il punto (0,0) ricorriamo alla definizione; si ha

f(-r7y) - f(0,0) B fI(070)(x — O) — fU(O,O)(y - O)

(2,y)—(0,0) Va?+y?

t — 2
= lim varctgly — 27| = lim ———m arctg |y — % = 0

(@)= (0,0) /a2 +y? (2,)—=(0,0) /22 + 32

(prodotto di una funzione limitata per una infinitesima), quindi f & differenziabile nel punto (0, 0).

¢) Osserviamo subito che, nella ricerca dei punti di estremo relativo, tutti i punti dell’insieme C' sono
punti “indiziati”: il punto (0, 0) in quanto si tratta di un punto stazionario (f,(0,0) = f,(0,0) = 0) e i punti
(z0,90) € C'\ {(0,0)} poiché in tali punti la funzione non & dotata di derivate parziali. Naturalmente, oltre
ai punti dell’insieme C, occorre prendere in considerazione anche gli eventuali punti stazionari appartenenti
all'insieme AU B. Ma, se (z,y) € AU B, si ha

1+ (y—22)?

arctgy =0
= 0 = (z,9)=1(0,0) ,
xr =

quindi, dato che (0,0) ¢ AU B, nell’insieme A U B non vi sono punti stazionari.

Per decidere sulla natura dei punti dell’insieme C' osserviamo che tali punti appartengono tutti all’insieme
E degli zeri della funzione f (infatti 'insieme F ¢ uguale a C U {(0,y) : y € R}) e che nellinsieme R? \ £
il segno di f coincide con il segno della funzione x. Ne segue che i punti (zg,yo) € C con 2y < 0 sono di
massimo relativo per la funzione f, i punti (g, o) € C con zg > 0 sono di minimo relativo, mentre (0,0)
non ¢ un punto di estremo relativo. Possiamo inoltre precisare che i punti di massimo relativo trovati non
sono di massimo relativo proprio, poiché in ogni intorno di ciascuno di tali punti vi sono sempre altri punti
nei quali la funzione f assume lo stesso valore (zero); analogamente, i punti di minimo relativo trovati non
sono di minimo relativo proprio.
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L’insieme di definizione della forma differenziale

2z Ly
e da:+e+

— e y_eill

(1) X(z,y)dr + Y(z,y)dy = |e"log(y —e”) — ; dy

¢ laperto A = {(z,y) € R? : y > e®} (indipendente dal parametro k). L’insieme A & un insieme convesso
(cid & ovvio dal punto di vista grafico, ma si pud provare facilmente anche in maniera analitica usando il
fatto che e® & una funzione convessa) e la forma differenziale (1) ¢ di classe C! in A. Pertanto, per il secondo
criterio di integrabilita, i valori di k per i quali la forma differenziale (1) & esatta sono quelli per i quali la
(1) & chiusa.

Calcoliamo le derivate X, e Y,. Si ha, in ogni punto dell'insieme A,

e” eQr e (y _ ex) + eQm ery
X x? = + - = ,
vmy) = (y —e*)? (y —e?)? (y —e*)?
Ya(o,y) = e’y —e®) + (e" +k)e” ey -+ ke”
A (y — o7)? T e

pertanto la (1) & esatta per k = 0.

Supponiamo d’ora in poi che sia k = 0.
Per il primo criterio di integrabilita 'integrale curvilineo

/waM+wa@

II

& uguale ad un qualunque integrale del tipo
[ Xy + Yeg)dy .
r

dove I' &€ una curva generalmente regolare di estremi p e r con sostegno contenuto in A. Prendiamo come I la
la poligonale IT* di vertici p = (—1,2e7 1), ¢* = (—1,2e) e r = (1,2e), la quale presenta il vantaggio, rispetto
alla TI, di avere i lati paralleli agli assi coordinati (osserviamo che sarebbe invece sbagliato considerare altra
poligonale bilatere con i lati paralleli agli assi, cio¢ la poligonale IT** di vertici p = (—1,2e71), ¢** = (1,2¢7 1)
er = (1,2e), poiché il sostegno di II** non ¢ contenuto nell’insieme A). Abbiamo:

(2) [ Xwwyds + Yy = [ X@g)de + Y(np)dy =
IT ™

2e 1
:/ Y(~1,1)dt +/ X(t,2¢)dt =
_1 -1

2e
2e -1 1 2t
e e
= dt tlog(2e —e') — ———| dt .
/QCA t—e! + /_1 {e og(2e —¢') 2e — et

Calcoliamo a parte gli integrali indefiniti:

o1
/t—e*ldt = e ltlog|t—et + ¢ ;

/et log(2e —e')dt = — [/logzdz} = —[zlogz — 2+ d, 90 o =
z=2e—et



= —(2e—e")log(2e —e') + (2e—e') + ¢; = —(2e—e')log(2e —e') — e’ + ¢y

e?t et et —2e + 2e
dt = ¢ dt = T dt =
/2e—et /e 2¢ — et /e 2¢ — et

ot
= —/etdt - 2e/2  _dat = —e' — 2elog(2e —e') + ¢

pertanto

o2t
/ [et log(2e —¢f) - 2e—et] dt = e'log(2e —e) + c3

Tenuto conto di questi risultati, dalla (2) ricaviamo:

2e
/X(x,y) de + Y(z,y)dy = efl[log \tfeflﬂ LT {etlog(Qefet)]l_1 =
o 2e”
2¢ —e”!
_ -1 —1 -1y _
= e logm + elog(2e —e) —e " log(2e —e™7) =
—1 2 -1 2¢% — 1 -1 -1
= e log(2¢* —1) + ¢ — e " log S =c¢ loge + e =¢" +e.

Osserviamo che si perviene ancora piu rapidamente al risultato prendendo come curva I' il grafico G
della restrizione della funzione 2e* all’intervallo [—1, 1], orientato nel verso delle ascisse crescenti (la scelta
I’ = G ¢ lecita poiché G ha come punti estremi i punti p e r e il sostegno di G & contenuto in A). Si ha
infatti:

1
/X(x,y) dr + Y(z,y)dy = / [X(x,2e") + Y(x,2e")2e"] dz =
a -1
1 o2z e® 1
= / [ezlogez—ew + 26””} de = / [xe® +e%] de =

T
1 € -1

(integrando per parti il primo addendo)

1 1
= {xex} . + / [—e® +e"]dr = e + e !

-1

Infine, un altro metodo di calcolo dell’integrale curvilineo & quello basato sulla ricerca “diretta” (quindi
senza calcolare integrali curvilinei) di una primitiva F'(z,y) della forma differenziale (1); una volta trovata
la F, per il primo citerio di integrabilita delle forme differenziali si ha subito

/ X(z,y)dz + Y(z,y)dy = F(r)— F(p)
11

La ricerca “diretta” delle primitive di una forma differenziale X dx + Y dy consiste nel cercare dapprima
le primitive di uno dei due coefficienti della forma differenziale rispetto alla variabile di pertinenza (cioe la
variabile z per la funzione X e la variabile y per la funzione Y') e successivamente imporre che le funzioni
cosl ottenute siano primitive anche dell’altro coefficiente rispetto all’altra variabile.

Nel nostro caso risulta piu facile integrare dapprima rispetto alla variabile .

7



Dato che, per ogni z € R, U'integrale indefinito (nell’intervallo Je®, +00[)

eil)
/wa@w:/y_ww

¢ costituito dalle funzioni e® log(y — e*) + ¢ (¢ € R), le primitive F(z,y) della forma differenziale (1) vanno
cercate tra le funzioni del tipo

(3) F(x,y) = e*log(y —e®) + c(z) ,

con ¢ : R — R funzione della sola z, derivabile in R. Imponendo alle funzioni (3) di soddisfare, nell’insieme
A, la condizione F,, = X si ottiene

62:1: /( ) ® ] ( z) 62:1:
+c(x) = e lo —e7) —
Yy — e e\y y— e

e’ log(y — e”) —

)

cioe ¢(z) = 0 Vx € R, ovvero ¢ = costante, dunque le primitive di (3) sono le funzioni del tipo
F(z,y) = e"log(y —€") + ¢ ,

con ¢ € R, e pertanto
[ X@wde + Y(eg)dy = F(1.20) - F(-1,207) =
I

= elog(2e —e) — e tlog(2e ! —e7!) = e+ et

3

a) Cerchiamo di riscrivere le disuguaglianze che definiscono U'insieme T' in modo da evidenziare chiara-
mente il fatto che 7' & un insieme normale (I'ultima catena di disuguaglianze 2% + \/z < y < 5 suggerisce che
T & un insieme normale rispetto al piano xz, ma non ¢ chiaro qual & I'insieme “base”):

x>0
z>0

z>1
z>1 —

2’ +z <5

2
" +Vz2<y<5h
P +Vz<y<5

(dalla seconda e dalla terza disuguaglianza segue che & 72 +1 < 2% + /2 < 5 e quindi 22 < 4)

x>0
2 <4 0<z<2

= z>1 — 1<z<(5-2%)? |
Vz<b5—a® 2?4+ Vz2<y<5
?+Vz<y<5

pertanto T' € un un insieme normale del tipo

{(x,z) eD

a(z,z) <y < Bz, 2)

(D={(r,2) eR? : 2€[0,2], 1 <2< (5—2%)2}; alr,2) =22+ 2 B(z,2)=05).



Osserviamo che 'insieme “base” D ¢, a sua volta, un insieme normale rispetto all’asse x e, dato che le
funzioni 1 e (5 — 2?)? sono continue in [0, 2], verificano la disuguaglianza 1 < (5 — 2?)? Vz € [0,2], mentre
I'uguaglianza 1 = (5 — 22)2 si ha solo per = 2, possiamo affermare che D & un dominio limitato di R2,
misurabile secondo Peano-Jordan. Per lo stesso motivo, dato che le funzioni 2% + /2 e 5 sono continue in D,
verificano la disuguaglianza 22 + /z < 5 V(z,y) € D (dal momento che ¢ z < (5 —2%)? V(z,y) € D), mentre
I'uguaglianza 22 + \/z = 5 si ha solo in un sottoinsieme di D (I'insieme dei punti di D che appartengono
al grafico della funzione z = (5 — 22)?), possiamo concludere che I'insieme T & un dominio limitato di R3,
misurabile secondo Peano-Jordan.

b) Applicando la formula di riduzione degli integrali multipli nel caso dei domini normali prima a T e
poi a D, otteniamo:

///T;dedydz = //D\%dxdz/g;rﬁdy = //1352(51:2\/2)@(12 -

2

2 (57;v2) 1
= xdx/ — (Bb-—z?—2)dz =
0 1 Vz )

(facendo figurare la derivata J- (5 — 2% — /z) = —2\15)
(5—x2)?2
2 2 2 2
:—2/ x[(S ° \/2)} de = /x(5—x2—1)2dm =
0 2 1 0
2 27372
1 ((4-— 1|-64 2
_ ”/(72:5)(4fx2)2dx S G ) D
0 21 3 |, 2|73 3
4

a) L’equazione differenziale assegnata
sen
" / —2x
(E) y'+4y +5y = e F ———
1+ cosz
¢ un’equazione differenziale lineare a coeflicienti costanti il cui termine noto

fa) = e

sen T
1+ cosx

¢ una funzione definita e continua nell’insieme

A =R\{r+2kr:kez} = [J]@n—D)m2n—1)n| .
nez

Dalla teoria delle equazioni differenziali lineari & noto che il problema di Cauchy (*) ha una ed una sola
soluzione (massimale) ¢ definita nel massimo intervallo I, sottoinsieme dell’insieme A, che contiene il punto
o nel quale sono prescritte le condizioni iniziali

(©) y(0)=y'(0)=0,

ciog il punto o = 0; possiamo pertanto affermare che ¢ & definita in | — 7, 7[.



11 fatto che ¢ sia soluzione del problema di Cauchy (*) significa che &

oy SEnw
(1) ¢"(x) +4¢ (x) + bp(x) = e7? 1+ cosz Vo €] —m, m[
e inoltre

(2) p(0) =¢'(0)=0 .

Ponendo z = 0 nella (1) e tenendo presenti le (2) si ottiene che & pure ¢”(0) = 0.
Dalla (1) segue inoltre che nell’intervallo | — 7, 7| esiste anche la derivata terza ¢’ e si ha

" () + 49" () + 59" (2) = f'(z) =

go—2r _SCRT L 5y €O 2(1 + cosx) + sen %z
=2 — e =
1+ cosz (1+ cosx)?
—2x
sen e
- _9 —2x v el — s s
¢ 1+cosz 1+cosz z€]-mml
da cui, per x = 0, si ottiene
///(O) e? _ 1
4 2 =2

In definitiva, essendo
¢'(0)=¢"(0)=0 , ¢"(0)>0,

per un teorema di Analisi I possiamo concludere che la funzione ¢ € crescente nel punto xg = 0.

b) Risolvendo Pequazione caratteristica della (E), ciod A2 4+ 4\ + 5 = 0, si trovano le radici complesse
coniugate —2 + 4, pertanto l'integrale generale dell’equazione omogenea associata alla (E) &

cre " cosx + e genx .

Poiché il termine noto
sen x

fla) =2

1+cosx

dell’equazione completa (E) non ¢ esprimibile come combinazione lineare di funzioni del tipo P(x)e** cos Sz
ovvero P(z)e**sen Bz (con P polinomio in z), non possiamo effettuare la ricerca “rapida” di un integrale
particolare della (E), ma dobbiamo ricorrere al metodo della variazione delle costanti. La relativa teoria
assicura che un integrale particolare 7 dell’equazione differenziale (E) & dato da

F(z) = yi(z)e * cosz + Yo(x)e *"senz

dove 71 e 72 sono due qualsiasi funzioni derivabili nell'intervallo | — m, 7, le cui derivate soddisfano, in tale
intervallo, il sistema

Yi(x)e ™ cosx + Yh(x)e *Tsenx = 0

/

Yi(2)[ — 27> cosw —e?

-2

“senz| + v4(z)[ — 2 *senz + e > cosz] = f()

Risolviamo il sistema (3). Il determinante della matrice incompleta, cioé il wronskiano W (z) delle due

soluzioni e 2% cos x e e 2sen z dell’omogenea associata, ¢ dato da

10



e 2% cosx e gen g

W(z) = =
—2e %" cosz —e Psenz  — 2 Fsenz + e 2 cosx
e 2% cosx e gen gz e 2 cosxz e Psenx
p— + P
—2e % cosz  — 2 *senz —e Pgenz e Fcosz

(dato che nel primo determinante le righe sono proporzionali)

e cosz e Psenx cosT senw

— _ e—2a;e—2;v —A4x

—e senz e *coszx —senr  CoSX

pertanto la soluzione (v1(z),v4(x)) del sistema (3) & data da

0 e *senzx
1
7 (:E) = e—4 =
. senc ,
e _ 2 %seng +e Pcosx
1+cosz
1 4. sen’z sen 2z 1 —cos’x
= — | e — = —— = ——— = cosz—1,
ez 1+ coszx 1+cosz 1+cosz
e 2 cosx 0
(@) = 1 _ coszsenx
T2 ez sen z ~ 1l4cosz
—2e *cosw —e senx e ——
1+cosz
Per trovare 71 (z) e y2(z) calcoliamo gli integrali indefiniti:
/(cosm— 1)dx = senz —x+c
cos T senx cos
/7dx = — /Adcosx =
1+cosz 1+cosz
1+cosz—1
= —/+7 dcosx = —cosz +log(l+cosz)+c
14 coszx
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Pertanto l'integrale generale della (E) ¢

(4) y(z) = cre ™ cosx + coe” Tsenx +

-2

+ (senz — z)e > cosz + (—cosz + log(1l + cosz))e” *senz .

Calcoliamo anche la derivata della funzione (4):

2 2

Y (z) = e[ —2e % cosz — e **senz| + c2[ —2e Fsenz + e *cosz| +

+ (cosx — l)e_z‘r cosT + (sena: — x) [ — 2 cosz — e *Tgen a:] +
cosxsenz _,

senx —cosx + log(l + cosz)) [ — 26 %®senz + e 2 cosz
14 cosx +( * g( * ))[ + ]

Imponendo che la funzione y(z) soddisfi le condizioni (C) si ottiene il sistema (nelle incognite ¢; e ¢2)

cic = 0 cg =0
ﬁ bl
—2c1+ca+log2—-1 = 0 ca = 1—log2

pertanto la funzione @ &

plr) = [1 —log2 — cosz +log(1 + cosz)] e **senz + (senz —z)e > cosz .

12



Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 4 maggio 2007

1

La funzione f & definita in tutto R? ed & di classe C™ (& un polinomio nelle due variabili x e y).
Cerchiamo i punti stazionari di f.
Si ha, in tutto R2,

fo(my) = 2@ —y)(@® +5° — 1) + dzf(y—2)? - 1(@* +y> - 1) =
=2 +y - D[ -y +y* - 1) + 2z[(y —x)* - 1]]

e, analogamente,

fy(zy) = 260° +y° =) [(y—2)(=* +39° = 1) + 2y[(y — 2)* — 1]]

(notiamo che la derivata f,, si pud ottenere immediatamente dalla f, osservando che &, in tutto R?, f(x,y) =
fly,2) e quindi f,(z,y) = & f(y,2) = fo(y,x)).

Pertanto i punti stazionari di f sono i punti della circonferenza
C = {(z,y) €R* : 2 +¢y* -1 =0}

e le soluzioni del sistema

Q) {(x—y)(x2+y2—1) + 22[(y —2)? = 1] =0

(y—z)(@®+y> - 1) + 2y[(y —2)> = 1] =0

Il sistema (1) & equivalente al sistema
@) (@ —y)@®+y* 1) + 2z[(y —2)* = 1] =0
2@ +y)lly—2)°-1=0

che si ottiene da (1) sostituendo alla seconda equazione la somma delle due equazioni.
Risolviamo il sistema (2). Si ha:

@ e {2x(2x2—1)+2x(4x2—1)—0 U {(m—y)(wQ—f—yQ—l):O

y=—w (y—2)?*=1

)

z(62 —2)= 0 P +y?—1=0
= U
(y—2)*=1
.. . . 1 1 1 1. s . A .
le soluzioni del primo sistema sono (0,0), (ﬁ’ _ﬁ) e ( -7 ﬁ)’ non c’e invece bisogno di risolvere il
secondo sistema in quanto le eventuali soluzioni sono punti appartenenti alla circonferenza C'.
1 1

In definitiva i punti stazionari di f sono i punti della circonferenza C' e i tre punti (0, 0), (ﬁ’ 7%) e

11
(=% %)

Prima di procedere al calcolo delle derivate seconde (che appare un po’ laborioso) per decidere in
merito ai punti trovati, che sono quelli “indiziati” di essere di estremo relativo, osserviamo che i punti della
circonferenza C' appartengono all’insieme E degli zeri di f; infatti E & uguale a C' U D, dove D é I'insieme

D = {(xay)eRQ:(y_l')z:l} )

13



cioe 'unione delle due rette y —z =1 e y — x = —1. Osserviamo inoltre che &€ molto facile studiare il segno
della funzione f nell’insieme R?\ E, in quanto in tale insieme il segno di f coincide con il segno della funzione
(y — x)? — 1; quest’ultima si annulla nell’insieme D e assume valori positivi in ognuno dei due semipiani
apertiy —x > 1 ey —x < —1 e valori negativi nella striscia —1 <y —x < 1.

Lo studio del segno della funzione ci permette di decidere subito sui punti della circonferenza C':

e i punti (zg,yo) € C che appartengono all’unione dei due semipiani y —x > 1 e y —a < —1 (cioé i punti
che si trovano all’interno del secondo o del quarto quadrante) sono di minimo relativo;

e ipunti (xg,yo) € C che appartengono alla striscia —1 < y —x < 1 (cioe i punti che si trovano all’interno
del primo o del terzo quadrante) sono di massimo relativo;

e nessuno dei quattro punti (£1,0) e (0,%£1) (i punti comuni alla circonferenza C ed all’insieme D) ¢ di
estremo relativo per f.

Possiamo inoltre precisare che nessuno dei precedenti punti di estremo relativo ¢ di estremo relativo proprio,
in quanto ogni intorno di un punto (zp,yo) € C contiene infiniti punti di C, nei quali f assume lo stesso
valore (zero) che essa prende in (xg,yo)-

L’esame del segno di f ci permette di decidere, per mezzo di un ragionamento abituale (basato sul

teorema di Weierstrass), anche sui tre punti (0, 0), (%, —%) e (— %, %) Notiamo infatti che per ognuno

dei tre domini limitati

H={(r,y) eR? : s +¢y* <1, y>z+1} ,
K={(z,y) eR? :2?+y*<1,y<z -1} ,

L={(z,y) eR?* : 22 +¢y*<1l,2-1<y<ax+1}

la corrispondente restrizione di f assume valore nullo sulla frontiera dell’insieme e valori di segno costante
(positivo per H e K e negativo per L) all'interno dell’insieme. Ne segue che il massimo assoluto della
restrizione f|pg (che esiste per il teorema di Weierstrass) viene preso all’interno dell’insieme H; d’altra parte

[e]
I'unico punto stazionario per f che appartiene a H & ( — %, %), quindi si ha

@ y) < (- 45 %) V(ey) e E\{(~ 579}

pertanto ( — %, %) ¢ un punto di massimo relativo proprio per f. In maniera del tutto analoga si ha
che anche (%, —%) ¢ un punto di massimo relativo proprio, mentre (0,0) ¢ un punto di minimo relativo
proprio.

Osserviamo che non avremmo potuto decidere nulla sui punti della circonferenza C' per mezzo delle
derivate seconde, poiché in tutti i punti di C' il determinante hessiano assume valore zero.

Infine, per rispondere all’'ultimo quesito, osserviamo che la funzione f non & limitata né superiormente
né inferiormente, quindi non vi sono punti di estremo assoluto per f; infatti, se consideriamo la restrizione
di f all'insieme dei punti dell’asse x:

f(x,0) = (2* = 1)*
si ha
lim f(z,0) =400 ,

r—+o0

quindi f non e limitata superiormente, mentre per la restrizione di f all’insieme dei punti della retta y = x:
flz,z) = —(22° - 1)?
si ha

i f(r@) = —o0
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quindi f non ¢ limitata inferiormente.

2

La rappresentazione parametrica assegnata assicura che I' ¢ una curva semplice (cid segue dal fatto che
la funzione 1 4 v/# & crescente), ma non garantisce che I' sia regolare; infatti la funzione 1 + v/t (come del
resto la funzione sen /%) non & derivabile per t = 0. Per avere una rappresentazione parametrica regolare
di T basta effettuare il cambiamento di parametro vt = s, cioe t = s%, con s € [0,7]; si trova cosi la
rappresentazione parametrica

(1) r=1+s , y=sens, s € 0,7,

che & una rappresentazione regolare, poiché le funzioni 1+s e sen s sono di classe C* e la derivata d%(l—l—s) =1
¢ sempre diversa da zero.

Possiamo ancora osservare che, con I'ulteriore cambiamento di parametro 1+ s = u, cioé s = u — 1, con
u € [1,1 4 «], si ottiene la nuova parametrizzazione regolare

(2) r=u , y=sen(u—1), well,14+n],

la quale mostra, in definitiva, che I" & la curva “grafico della funzione sen (z — 1)|[1 1] orientato nel verso
delle ascisse crescenti”.
Passiamo al calcolo degli integrali curvilinei.

a) L’integrale si calcola facilmente con la regola

3) /FX(a?,y)dﬂf + Y(z,y)dy = i [(X((t), () (1) + Y (), (1) (1)] dt

dove
l'ch(t) ) y:w<t)a tE[a,b}

¢ una qualunque parametrizzazione regolare di T'. Si trova cosi (utilizzando la rappresentazione parametrica

(1)

/[er(y—sen(xfl))qu+y2dy = / [1+s+sen25coss]ds =
r 0

B [(1 +5)? N Sen3$]ﬂ 1+ 1 w2
2 3, 2 2
b) In questo caso l'integrale che si ottiene applicando la regola di calcolo (3) con la parametrizzazione
(1) non sembra facilmente calcolabile. Studiamo allora la possibilita di sostituire la curva I' con un’altra,
per la quale il calcolo dell’integrale risulti piu semplice.
La forma differenziale b) ¢ definita nell’aperto A = R?\ {(0,0)} ed & di classe C'. Si ha inoltre, in ogni
punto di A,

0 4z’ —2zy  —2w(a* 4 y?) —2y(4a® — 20y)  —22° — 8Py + 2y?
Oy x4+ y2 - (:1:4 4 y2)2 - (x4 4 y2)2 )
9 2?42y 2w(at4y?) — 42 (a® +2y)  —22° —8xdy 4 2ay?
ox xt+y? (z* +y?)? B (x4 +y2)? ’

quindi
24x3—2my 0 22+ 2y

oy xt+y2 - %J;‘l—I—yQ

)
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pertanto la forma differenziale b) & chiusa. Questo non garantisce pero che la b) sia esatta in A, poiché
Pinsieme A non ¢ un insieme semplicemente connesso. Possiamo pero affermare (per il secondo criterio di
integrabilita delle forme differenziali) che la b) & esatta in ogni insieme aperto e semplicemente connesso
B C A. Cid & vero, in particolare, per il semipiano B = {(x,y) € R? : x > 0}, nel quale & contenuto il
sostegno di I'. Pertanto, per il primo criterio di integrabilita delle forme differenziali, I'integrale curvilineo da
calcolare & uguale all’integrale curvilineo di b) lungo una qualsiasi curva generalmente regolare I'V avente come
estremi gli stessi estremi di T', cioe i punti p = (1,0) e ¢ = (1 4+ 7, 0), e sostegno contenuto in B. Prendiamo
come I" il segmento pg (una rappresentazione parametrica regolare ¢ x =t, y =0, t € [1, 1+7]); otteniamo:

/ 4z — 2zy 2 4+ 2y / 4z — 2zy 2 + 2y
x = T
r .174 +y2 1‘4 +y2 Y 57 .%'4 +y2 1‘4 +y2

147 3
4t

¢) La forma differenziale ¢) ¢ la somma della forma differenziale b) e della forma differenziale
ldz + [y—sen(z— 1)]7dy .

Si ha allora, per la linearita del’integrale curvilineo delle forme differenziali,

4z3 — 2 242
/[wwyﬂ] dr + {W/Hy_sen(x_l))? dy =
Iy

x4+y2 $4+y2
4z — 2xy x4 2y 7
= _ d 1d — - D' dy =
/F S T + i g y + /F T + [y sen (x )] Y

= dlog(l+m) + /1dm + [y—sen(m—l)]7dy =
r

(applicando la (3) con la parametrizzazione (1))

= 4log(1+m) +/ de = 4dlog(l1+m)+7 .
0

3

Risolvendo graficamente le disequazioni che definiscono I'insieme 7' si trova che 7" & il dominio regolare
ad un solo contorno limitato dalle iperboli xy = % e xy = 2 e dalle rette y = %x e y = v/3z, contenuto nel

quadrante @ =]0, +oo[ X ]0, +0o0] .

Prima soluzione. L’espressione della funzione integranda suggerisce di effettuare il cambiamento di variabili
in coordinate polari

(2.y) = ®(p,0) = (pcost, pseno) , (p,0) € [0, +o0] x [0, 27] .
La convenienza di questo cambiamento di variabili & confermata anche dal disegno di T', dal quale si evince
che:
e per tutti i punti (x,y) = (pcosf, psend) che appartengono a T'si ha § <60 < I;

e fissato comunque 6 € [%,%], i valori di p € [0,+o0] per i quali il punto (z,y) = (pcosf, psenf)

appartiene a T sono quelli dell’intervallo

[pmin (g)» Pmax (5)] )
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dove pmin(0) € pmax (@) sono le distanze dall’origine dei punti di intersezione della semiretta (in coordinate
polari) @ = 6 con le iperboli zy = 3 e zy = 2;

di conseguenza, dato che le equazioni in coordinate polari delle iperboli zy = % e xy = 2 sono, rispettiva-

_ 1 _ 2 . CR . .
mente, p = T35 © P = Jeonos (mfattl si ha, per esempio,

_1 2 _1 2 _ _1 _ 1
xy =35 <= p-coslsentl =35 <= p°=_5 p—m),

si puo affermare che l'insieme
D = & T) = {(p,0) € [0,+00[ x[0,27] : (pcos®,psend) € T}
¢ un dominio normale rispetto all’asse 6:

D= {eoer 0el53]. oy <rs )

Osserviamo che a questa conclusione si puo pervenire anche in maniera esclusivamente analitica, pre-
scindendo affatto dal disegno. Il ragionamento & il seguente: se (p, ) € [0, +oo[ x[0, 27] si ha

% < p2cosﬁsen9 < 2
(p,0) € @ HT) <= (pcosh,psend) €T <= =
pcost < /3psend < 3pcosl

(notando che dalla prima disuguaglianza segue che & p > 0 e cosfsenf > 0)

1 < p?cosfsend < 2 - 0> 2
2 - - 2cosfsenf — — cosfsenf
= r= 0 = P> 0 <
cosfsent > 0 cosfsenfd > 0
peost < V3psend < 3pcosd %0050 <senf < V3cosf

(dall’ultima catena di disuguaglianze segue che & cosf < 3cos@ e quindi cosf > 0)

b < p? < 4 1 2
sen20 = * sen 26 — < p < —
b >0 v/sen 20 v/sen 20
> 0
— cosh > 0 — P —
0 €10, 3]
senf > 0
L <tgh < V3
%COS@ <senf® < V3cosh Vi =8P =
1 2
Vsen 26 P V'sen 26 0 e [z,1]
673
o p >0 = 1 9
x — < ——
0 €10, 5[ V/sen 20 P V/sen 26
0 €[5, 3]

Passiamo al calcolo dell’integrale. Si ha:
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|zt — o / |p* cos* O — p* sen 6|
———dzdy = dpdf =
/T x2y? v p* cos? 6 sen? 0 pep

/ |(cos2 0 — sen? §) (cos? 6 + sen?6)|

dpdf =
cos? @ sen? 0 pap
- /3 {COSQGSen29|d9/ sen 26 5 — /3 |coth97$en29| 1, sen 20 0 -
-~ J, cos®fOsen?6 ) pap = ;  cos?fsen? 2” . o
6 Veon 20 6 Vsen 20
B /4 cosQG—sen20§ 1 i+ /3 son20—cos20§ 1 B
o cos2fsen?f 2 sen20 cos2fsen?d 2 sen2f o
6 4
T s 26 3 1 3 os26 3 1
= . ° a9 — . 2 -
~ zsen220 2 sen2f . zsen?20 2 sen2f
I

2 cos 26 8 2 cos 20
- 3/7T sen329d0 a 3/7r sen329d9 B

(dato che 2cos20 = Lsen20 e che [ L dt = —55 +¢)

o
=

_ 3 e 5 I
N 2sen?20 | 2sen?20 | N
3 4
3 2 1 1) 3, 4 4
2 sen? T sen? % sen? 2% 2 3 3] '
Osserviamo che il valore assoluto si puo eliminare prima del cambiamento di variabili; precisamente si
ha:
Iaf it 4 x4
(1) dedy = dm dy + dx dy
T
essendo
= {(a:,y)eR2 : %<xy<2, \/»x<y<z} ,
Ty = {(z,y) €R* : L <ay<2,2<y<V3a} ;

dalla (1), passando alle coordinate polari, si ottiene:

// |z —y |dxdy // cos 260 // cos 260 pdpdd = ecc. ecc. ,
4se Teenz20” Tsen220 "
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essendo

D,

. s 1 2
{(pve) ERQ S [E’ ]’ V/sen 20 Sp \/scn29} ’

INEY

D2 = {(p,a)GRQ :06[% ] seln29§p 5621'129}

W\ﬁ

Osserviamo ancora, a proposito della (1), che ¢& facile provare subito, senza calcolarli, che i due integrali,
che figurano al secondo membro, sono uguali. Cio segue dal fatto che i domini 77 e T5 sono 'uno il simmetrico
dell’altro rispetto alla bisettrice y = x e che le funzioni integrande si ottengono 'una dall’altra scambiando
tra loro le variabili indipendenti z e y; in tale situazione infatti, mediante il cambiamento di variabili

(,y) = ¥(u,v) = (v,u), (u,v) € R
(tutte le ipotesi del teorema sul cambiamento delle variabili sono verificate; in particolare, per il determinante
jacobiano Jg, si ha Jg(u,v) = (1) (1)‘ = —1# 0 V(u,v) € R?), dato che Ty = ¥(T}), si ottiene

4_ 4
// dmdy = // %dudv // da:dy.
r ViU

Seconda soluzione. Osserviamo che le disuguaglianze che definiscono T' si possono riscrivere nel modo se-
guente:

(notiamo che dalla seconda catena di disuguaglianze segue x < 3z, cioé¢ x > 0, e quindi tenendo conto della
prima disuguaglianza % <zy,sihaxz>0e y>0)

3 Say <2

1 Yy
il 2 < V3
— V3 r =

IA

S o

T >

y >

Cid suggerisce di cercare di effettuare quel cambiamento di variabili (z,y) = ®(u,v), la cui trasformazione
inversa ® !

(wv) = @M (wy) = (ey. 2) (2.) €]0, +00[ x 0, +o0[ ;

in questo modo infatti il dominio di integrazione T viene trasformato nel dominio rettangolare [%,2]x [, v/3].
Osserviamo, a tale scopo, che la funzione

(z,y) €Q — (zy %) €Q

(Q =10, +00[ X ]0,4+00[) & una bigezione tra il quadrante @ e se stesso; infatti, fissato un qualunque (u,v) €
Q, risolvendo il sistema

TY =1u
y )
==
T
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nell’incognita (z,y) € @, con facili calcoli si trova
- oo T
y = v — v
E = y2 = w ﬁ

Ne segue che il cambiamento di variabili cercato ¢

(2) (r,y) = P(u,v) = (\/>\ﬁ> , (u,v) €Q .

Tale cambiamento di variabili & lecito poicé la ® verifica le ipotesi di iniettivita e di regolaritd, C* e inoltre
il determinante jacobiano

<

_1
2

Jo(u,v) =

[
g
\E e

[N
<
ele
<
<
<
[\
<

(I

& sempre diverso da zero in Q.
Allora, effettuando il cambiamento di variabili (2), si ha:

I = 60

(posto A = [3,2] x [

1 1 1 [?
//TU_ ol e -
Al 2 2l 1
2
V3
1 1
= = §/ — -} Zdv =
2 2 L V2 v
V3
1 V3
1 1\ 1
= § / <2 — '1)2) — d'U + / <'U2 — 2) - d’U =
4 L \v 1 ve ) v
V3
3 1 v21 v2 1 V3
1 [21;22}1 +[2 2v2L B
V3
3 1 1+3+1+3+1 1 1] 3 2+3+1 _
T4 2 2 2 6 2 6 2 2 4 31 '

Osservazione. 1l valore dell’integrale si puo trovare anche senza effettuare alcun cambiamento di variabili,
usando solo le formule di riduzione per i domini normali, ma in questo modo i calcoli sono piu lunghi. Ad
esempio il dominio T} considerato nella (1) deve essere decomposto nell’unione di tre domini normali e la
relativa formula di riduzione (riferita ad una generica funzione flz,y)) e

/Tlf(x,y) dx dy / dgc/; flz,y)dy +
/ dx/z flr,y)dy + /ﬁ\%dx/% fz,y)dy
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4

Seguendo il suggerimento dato nell’enunciato, osserviamo che una soluzione comune alle due equazioni
differenziali
1) y™M =y +y +y = P +2w-2 , (2 yV -y = =2’

¢ anche soluzione dell’equazione differenziale che si ottiene sottraendo la (1) dalla (2):
(3) y'—y —2y = —22° —22+2 .

Risolviamo la (3). Anche questa, come la (1) e la (2), & un’equazione differenziale lineare a coefficienti
costanti. L’equazione caratteristica A2 —~\—2 = 0 ha le radici —1 e 2, quindi I'integrale generale dell’omogenea
associata €

C1 e " + CQGQI

Cerchiamo un integrale particolare della (3). Il termine noto & del tipo P(z)e** cos Bz (con P(z) = —2z% —
2z+2ea=0=0)ed il numero o+ i = 0 non ¢ radice dell’equazione caratteristica; pertanto un integrale
particolare § della (3) si trova tra i polinomi di grado minore o uguale a due:

7(z) = ax® + bx + ¢

e quindi
¥ () =2ax+b , §'(z)=2a ;

imponendo che 7 sia soluzione della (3) si ricava

2a — (2ax +b) — 2(ax® +br +¢) = —22% — 2z +2 Vo € R,
per cui deve essere
—2a = -2 a =1
—2a—2b = =2 — b=0 |,
20 —b—2c = 2 c =20

pertanto U'integrale generale della (3) &
(4) y = cie " + e 4 22

A questo punto, per trovare le soluzioni comuni a (1) e (2), occorre determinare i valori delle costanti
¢1 e co per i quali la funzione (4) & effettivamente soluzione di tutte e due le equazioni differenziali (1) e (2).
Osserviamo pero che non c¢’¢ bisogno di imporre alla (4) entrambe le condizioni di soddisfare sia la (1) che
la (2). Infatti il sistema formato dalla (1) e dalla (2) ¢ equivalente al sistema formato dalla (3) e da una
qualunque delle due equazioni (1) e (2). E quindi sufficiente richiedere che la funzione (4) sia soluzione di
almeno una delle due equazioni (1) e (2); naturalmente scegliamo la (2) perche i calcoli sono piu semplici.
Calcoliamo le derivate della funzione (4):

Y = —creT"+ 26 422, ..., gV = (=1)tcre® + 2%
e sostituiamo nella (2); otteniamo che la (4) & soluzione della (2) in un intervallo I se e solo se risulta
15¢0e%* — 2?2 = —z2 Veel,

cioe se e solo se cg = 0, nel qual caso la (4) & soluzione della (2) in tutto R. In conclusione le soluzioni
comuni a (1) e (2) sono le funzioni (definite in R)

(5) 2 = ce 422,
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al variare della costante ¢; € R.

La (5) rappresenta U'integrale generale dell’equazione differenziale lineare del primo ordine, a coefficienti
costanti, la cui equazione caratteristica ha la radice —1 e che ammette, come integrale particolare, la funzione
22, 11 fatto che -1 sia soluzione dell’equazione caratteristica dice che I’equazione differenziale cercata & del
tipo

Yz = g() ;

per trovare il termine noto g(z) basta imporre che 22 sia soluzione di tale equazione differenziale; si ottiene
cosi:
2z 4 2% = g(x)

In definitiva le soluzioni comuni alle due equazioni differenziali (1) e (2) sono tutte e sole le soluzioni
della seguente equazione differenziale lineare del primo ordine, a coefficienti costanti:

24z = 22+ 2
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Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 4 luglio 2007

1

a) La funzione f & definita e continua in tutto R?. Per togliere il valore assoluto dalla sua legge di
definizione consideriamo la funzione g : R? — R data da

gla,y) = (y -z +1)%@* +y* —1)  V(z,y) eR? ;
tramite questa possiamo scrivere:

g(z,y)  se(z,y) €A,
fle,y) =  —9(x,y)  se(x,y) €B,
0 se (z,y) € C,

dove A e B sono i seguenti insiemi aperti di R?:
A={(z,y) eR? : 22442 -1>0} , B={(z,9) eR? : 22+ - 1<0}

(si tratta, rispettivamente, dell’insieme dei punti esterni e dell’interno del disco di centro 'origine e raggio
uguale a 1) e C, come specificato nel testo dell’esercizio, ¢ la circonferenza {(z,y) € R? : 2% +y* = 1}.
La funzione g ¢ di classe C™ in tutto R? (& un polinomio) e, in particolare, si ha:

9o(z,y) = —2(y—z+ 1) (2> +y* —D+22(y—x+1)* , gy(z,y) =2@y—2+1)(2*+y* - 1) +2y(y—a+1)
Y(z,y) c R?

Ne segue che f e dotata di derivate parziali prime in tutti i punti di AU B e risulta:

f:c(xvy) = gﬂc(xay) ’ fy(af,y) = gy(xvy) V(x,y) €A,
fm(xay) = _gw(xay) ’ fy(xay) = _gy(x’y) V(x,y) €B.

Per studiare Desistenza delle derivate parziali di f nei punti (zg,y0) € C, dato che la funzione f &
continua in R?,

possiamo ricorrere al corollario del primo teorema di L’Hospital sul limite del rapporto incrementale.
Grazie a tale corollario otteniamo, se xg > 0,

lim f(x,yo) — f(x07y0) = hm+ fr('rayo) =

r—x0+ T — X9 r—xQ

1iH;+ 92(%,90) = 9u(w0,y0) = 220(yo — o + 1)?

r—x

e, similmente,

lim f(x,90) — f(z0,v0)

= —gu(20,90) = —220(yo — zo + 1)* ;
T—xo— r — X

analogamente, se xg < 0, abbiamo

lim f(xvyO) - f(anyO) _ _2$0(y0 — 20 + 1)2 , lim f(x7y0) - f(an yO)

_ 2.
=2z0(yo — 0 +1)° ;
T—zo+ T — X T—To— T — Xo

infine, se z¢ = 0, cioe (x,yo) = (0,£1), troviamo che

lim f(.’E, yO) - f(oa yO)

x—0 z—0

- ;ii%gm(%yo) = gw(ovyo) =0 .
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Ne concludiamo che f & parzialmente derivabile rispetto a x nei punti (0,£1) e si ha f,(0,£1) = 0 e
che i punti (zg,y0) € C \ {(0,1),(0,—1)} nei quali esiste la derivata parziale f, sono quelli per cui si ha
92 (20, Y0) = —ga(x0,Y0), ciot g (xo,y0) = 0 (ed in tali punti si avra pure f,(zo,y0) = 0); per trovare questi
ultimi occorre risolvere il sistema

> +y? =1 ?+y?=1
r£0 <— x#£0
2e(y—x+1)=0 y—x+1=0

e questo ha come unica soluzione il punto (1,0). In definitiva i punti della circonferenza C' in cui esiste la
derivata f, sono (0,1), (0,—1) e (1,0), ed in ciascuno di tali punti la f, vale zero.

Il ragionamento riguardante la derivata f, ¢ del tutto analogo. Si trova che i punti della circonferenza C
in cui esiste la derivata f, sono (1,0), (—1,0) e (0,—1), ed in ciascuno di tali punti la f, vale zero. Pertanto
gli unici punti di C' in cui esistono entrambe le derivate parziali prime sono (1,0) e (0, —1).

b) Poiché le derivate g, e g, sono continue in R?, anche f, e fy sono continue in AU B, dunque f ¢
differenziabile in tutti i punti di AU B per il teorema del differenziale totale.

Per quanto riguarda i punti della circonferenza C possiamo senz’altro affermare che, non essendo sod-
disfatta la condizione necessaria dell’esistenza di entrambe le derivate parziali prime, la funzione f non &
differenziabile nei punti diversi da (1,0) e (0, —1). Per questi due punti, non potendosi applicare il teorema
del differenziale totale, neanche nella versione “forte” (cioé quella con ipotesi pilt leggere), dato che nessuna
delle due derivate esiste in tutto un intorno del punto, ricorriamo alla definizione. Per il punto (1,0) si ha:

fl,y) = f(1,0) = £o(1,0)(z = 1) = f,(1,0)(y = 0)

lim =
(2,9)—(1,0) (x —1)2 +y?
— 1
= lim M: lim |z2+y271|(y7x+1)& =0,
()= (1.0) y/(z — 1)2+y2  (z9)—(1,0) (x —1)2+y?

dato che i primi due fattori sono infinitesimi per (x,y) — (1,0) ed il terzo & limitato, in quanto

ly| |z — 1|
Vi -12+y? (- 1)2+2

pertanto f & differenziabile nel punto (1,0). Analogamente si ha:

f(1'7y) — f(ov _1) — fx(lao)(x _ 0) — fy(07 _1)(y + 1)

- 1
’ym—i— <2

(x—1)2+92

lim =
(4)—(0,—1) 2+ (y+1)°
1—
A C. ) VI T S S TRTPRPAIE S ook Sk SR
(z9)—=(0,-1) /22 + (y+1)2  (29)—(0,-1) 2?2+ (y+1)2

quindi f & differenziabile anche nel punto (0, —1).

2

a) Negli spazi R", con la metrica euclidea, gli insiemi sequenzialmente compatti sono tutti e soli quelli
chiusi e limitati. Proviamo pertanto che K & chiuso e limitato.
Per dimostrare che I'insieme K e chiuso osserviamo che esso ¢ il complementare dell’insieme

Gt ={(z,y,2) €R® : 2> +9°+ 42" —1>0} ,
il quale & aperto dal momento che la funzione
glw,y,2) = 2 +y* +42" — 1
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¢ continua in R3 e Iinsieme R3 & aperto; & noto infatti dalla teoria che, se A & un sottoinsieme aperto di
uno spazio metrico (S,d) e g : A — R & una funzione continua, gli insiemi Gt = {z € A : f(z) > 0} e
G- ={re€A : f(z) <0} sono aperti di S.

Per provare che K ¢ limitato notiamo che per un qualsiasi punto (z,y, z) di R? valgono le implicazioni:

(r,9,2) €K <= 2?2 +y*+42'<1 = 22<1,9°<1,4:'<1 =
— [— _ 1 1
g (x,y,z)eA—[ ].,].]X[ 171]X[ ﬁv\/ﬁ] )

dunque 'insieme K & contenuto nell’intervallo chiuso A, che € un insieme limitato.

b) Osserviamo preliminarmente che entrambe le funzioni f e g sono di classe C* (anzi C*°) in tutto R3.

Osserviamo ancora che i punti di estremo assoluto per la restrizione f|x (i quali esistono per il teorema
di Weierstrass) possono appartenenre all’insieme

G~ ={(z,y,2) €R® : 22 +9? +42* —1 <0} ,

nel qual caso, essendo G~ un insieme aperto, essi sono anche punti di estremo relativo per la funzione f e
quindi punti stazionari per f, oppure appartenere a

G ={(z,y,2) eR® : 2’ +y* +42" —1=0} ;
in questo secondo caso essi sono, ovviamente, anche punti di estremo per la funzione f sotto la condizione
g(x,y,z) = 0. In conclusione i ppunti di estremo assoluto per f|x vanno ricercati tra:
A) i punti stazionari per f che appartengono all’insieme G~ ;
B) i punti di estremo per la funzione f sotto la condizione g(z,y, z) = 0.

Le derivate di f sono:

folw,y,2) = fy(z,y,2) =1, falw,y,2) =42 V(z,y,2) € R’
Non vi sono pertanto punti del tipo A).
I punti del tipo B) vanno ricercati tra:
B1) i punti singolari della superficie in forma implicita di equazione g(z,y, z) = 0;
Bs) i punti di R? che verificano la condizione necessaria del teorema sui moltiplicatori di Lagrange.

Le derivate di g sono:
9o,y 2) =22, gy(x,9,2) =2y , g.(z,y,2) =162 V(z,y,2) € R®

L’unica soluzione del sistema
e = Gy = 9= = 0

¢ quindi il punto (0, 0,0), che perd non appartiene all'insieme G°. Pertanto non vi sono punti del tipo By).
I punti del tipo Bg) sono i punti (Z,%, Z) € R? aventi la proprieta che esiste A € R tale che (Z,7,%, \) &
un punto stazionario della funzione (delle quattro variabili z, y, z e )

f(z,y,2) + Ag(x, 9, 2)

Per trovarli dobbiamo quindi risolvere il sistema

fo(@,y,2) + Aga(2,y,2) =0
fylx,y,2) + Agy(z,y,2) =0
fo(z,y,2) + Aga(z,y,2) =0

9(z,y,2) =0
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cioe

1+2xz=0 142Xz =0
142 y=0 2 X +2\y =0

3 — 9 —
4z 4+ 16Xz =0 2(14+4X2°) =0
2?4y 442t =1 2?4yt +42t =1

(osservando che la prima equazione implica che deve essere A # 0)

14+2\z=0 14+2 =0 )\:_% )\:_i
y==x Yy==x y==x Y=
<— P
z=0 U zQZ—ﬁ z=0 U 22:%95
2% =1 2% +424 =1 212 =1 322 =1

Dal primo sistema, trascurando la prima equazione (che esprime il valore del “moltiplicatore” A in funzione
di z, y e z), si ottengono, come possibili punti di estremo condizionato, i punti

1 1 1 1
(%49 - (&)

Analogamente dal secondo sistema si hanno i due punti

11 4 1
VRV oW
Calcoliamo e confrontiamo tra loro i valori che la funzione f assume in corrispondenza dei punti trovati. Si
ha:
141 — 1 1 4 1 ) = .
f(rdt5.0) =+v2 f<¢g, ﬁ,im) = V3 ;

pertanto il minimo di f nell'insieme K & —+/2, e viene preso nel punto (f%, f%, O), mentre il massimo

N . . . . . 1 1 1
iene pr in ci n 1 nti | ==, ==, =% .
€ V3, e viene preso in ciascuno dei due punt (\/g’\/gv 2\/§>

3
a) Notiamo che I'insieme di integrazione T, definito come l'intersezione della corona circolare di centro
l'origine e raggi 1 e 2, del semipiano 3 > 0 e del semipiano = < v/2, ¢ 'unione dei seguenti tre domini normali
rispetto all’asse x, a due a due privi di punti interni comuni:
T = {(m,y) €ER? . x€[-2,-1],0<y < 4—562} )

ng{(x,y)6R2 : xe[—l,l],\/1—x2§y§\/4—x2} ,

T3:{($7y)€R2 cxe[l,V2],0<y< 4—x2}

Si ha pertanto
1)
// ey = drdy =
V(x? +y?)3
2
1
(z° + 1y drdy —

//ﬁ” //ﬁ“ *//Hy)
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-1 Vi—22 1 Vi—z?
= / (2 +1)dx dy—|—/(x2+1)da:/

Y
—_J ____d
_9 0 \/ gg2 + y a7 /(x2 i y2)3

V2 Va—x2 y
+ / 24 1) de — dy ,
1 ( ) 0 V(x? +y?)3
da cui, osservando che
_1
Y 1 % 1o @+ 0| 1
(22 1 42) 2 (22 +y2)? 2 dy -1 Iy | a2

si ricava

v
- /_;1(,1‘2+1) (—;+|;|> dr + /_11(x2+1) (—;—1—1) dx +

vz 11
+ / o +1 (——l—)dw =
A

1 (23 x? -t 1 [z3 ! 1 (a3 x? V2
-3 (ve) w4 [5 (5 )], + -3 (Fve) + wome]

7 5 3
- — =V24+ =log2 .
3 6\[+20g

b) (Prima soluzione). Effettuiamo il cambiamento di variabili in coordinate polari con valore iniziale
dell’angolo o = — 7, cioe:

(*)  (z,y) = ®(p,0) = (pcosh,psend) ,  (p,0) € [0,+00[x [-F, ]

Dal disegno di T" si deduce che i valori di 6 € [—g, 7] per i quali si possono ottenere, tramite la (*), punti
(x,y) appartenenti a T sono quelli dell’intervallo [0, 7]; inoltre, per ognuno di tali 6 € [0, 7], i corrispondenti

valori di p € [0, +oo] tali che ®(p, ) appartiene a T costituiscono un intervallo del tipo

[17 pmax(e)]

Per trovare lespressione analitica di pmax(f) osserviamo che il punto comune alla retta z = V2 ed alla
semicirconferenza x2 + y? = 4, y > 0 & (v/2,V/2), che appartiene alla bisettrice y = z, e che 1’equazione in

coordinate polari della retta z = /2 ¢ p = c:){m ne segue che ¢
m
C‘O/Ee se 6 € [0, Z]
Pmax(0) = T
2 sefe[—,m

T
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Di conseguenza 'insieme @1

(T) & l'unione dei due domini normali rispetto all’asse 6

D1={(p,9)e[0,+oo[>< [—3,3”] Qe [0&] ,1§p§cf9} ,
Dy ={(p.0) € [0.+0lx [-5. %] : 6 [f.7] . 1<p<2}

i quali sono privi di punti interni comuni. Pertanto si ha

// x—l—lydd
NGETIE

_ // (p200529+1)psen9pdpd0 N // (p*cos®0+1)
Dy Do

p? p?

psenf
pdpdfd =

T V2
1 2 cos @ 2
/ sen 6 [ cos? 0 + log p]
0 2

™ 2
do + /7'r senQ{2 cos 0—|—logp} do
1 4

1

us

4
/ sen 0
0

1+ log

2 1 4
V2 — —cos?0| df + / sen 6 §(:0529—1—10g2 dg =
osf 2 z 2

us

[

4

1 s
sen 6 [—2003294— <1+2log2> —logcosﬁ} do + %r sen 6 B cos20+log2] do

39 1 % ‘39 g
{COZ —(l—l—210g2)cosH—&-cosHlogcosG—cos@} + [_co; —(IOgQ)COSQ}
o fd
1
NG 1 V2 V2L V2 V2 V2, V2
_ _17127717_7_71121 log2 + —— log
24 (+20g)2 2 %873 6++0g++Jrong8+
7 5 3
- ——=Vv2+ -log2 .
3 V2+ 5l

(Seconda soluzione). L’integrale doppio puo essere calcolato anche con la seconda formula di Gauss

/ fy(@,y) dody f(z,y)dx
T +oT
Infatti la funzione integranda e

(22 + 1)y 9 2?41

(22 +y?)3 Ay | a2+y?

e l'insieme di integrazione 7' & il dominio regolare ad un solo contorno individuato dalla curva generalmente
regolare, semplice e chiusa
r=5,+C+8+0C+58; ,
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dove:

S ¢ il segmento di estremi (v/2,0) e (v/2,V2);

C) ¢ la curva semplice che ha come sostegno I’arco della circonferenza z + y? = 4 di estremi (v/2,v/2)
e (—2,0) che & contenuto nel semipiano y > 0, orientata nel verso delle ascisse decrescenti;

S & il segmento di estremi (—2,0) e (—1,0);

C5 & la curva semplice che ha come sostegno la semicirconferenza 22 +y2 = 1, y > 0, orientata nel verso
delle ascisse crescenti;

S3 ¢ il segmento di estremi (1,0) e (v/2,0).
Di conseguenza, dato che il verso positivo della frontiera di T' & quello della curva I', tenendo presente che
una parametrizzazione di C e ed una parametrizzazione di —C5 sono, rispettivamente,

T = 2cost T = cost
te [, e tel0,n
y = 2sent y = sent

si ha:

2 +1

(= + 1y
TN gedy = [ g =
//T (22 +y?)3 r a?+ y?

V2 2
x der =

T 4cos?t+1 1241
_ / #Hsm)dt +/ z+1

0 +1
2] de + / (cos®t +1)(—sent)dt + /
-2 T g

1 X

4 ™ 2 -1 3 0 2 V2
3 T cos” t x
= [3 coS t+cost} + {——log|m|} + [ 3 +cost} + [2+1og|x] =
-2

a) L’equazione differenziale assegnata ¢ un’equazione differenziale lineare a coefficienti costanti. L’equa-
zione caratteristica e

M AN 4602 — AN+ 148N =20+ 1) +16 =0 <=
= A=D'48A-12+416=0 < [A-12+4"=0
e quindi, essendo

A=1)2+4=0 <= A-1)P=-4 = A-1=42i <= A=14+2i

)

I’equazione caratteristica ha le due radici doppie A = 1 + 2. L’integrale generale dell’omogenea associata e
pertanto

c1e” cos2x + o e® sen 2x + c3 x e” cos2x + ¢4 x e” sen 2x

(Cla C2,C3,Cy4 S R) .
Cerchiamo un integrale particolare dell’equazione differenziale
(1) y T — 4y 6y — 4y +y +8(y" 2y +y) + 16y =5z —4
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Poiché la funzione 5z — 4 & del tipo P(z)e™* cos Sz, con P(x) = bz — 4, a = # = 0, e poiché il numero
a + i = 0 non & soluzione dell’equazione caratteristica, un integrale particolare della (1) si trova tra le
funzioni del tipo y(z) = ax + b (a,b € R). Le derivate della funzione g(z) sono

y()=a YzeR 7™ (@) =0 VzeR,Vn>2 ,
pertanto la g(x) & soluzione della (1) se e soltanto se

—4da+axr+b+8(—2a+ar+b)+16(ax+b) = bz —4 Vre R <«
< (a+8a+16a)r —4a+b—16a+8b+16b = bxr—4 Vre R <
<= 25ax —20a+25b = bx—4 Vre R <=

250 =5 a=4%
Saad <~
—20a + 25b = —4 b=0

Cerchiamo adesso un integrale particolare di

(2) y ™) —ay” +6y" — 4y +y +8(y" — 2y +y) + 16y = 64e "
Poiché la funzione 64e~* & del tipo P(x)e** cosfx, con P(x) = 64, o = —1, = 0, e poiché il numero
a + i3 = —1 non & soluzione dell’equazione caratteristica, un integrale particolare della (2) si trova tra le

funzioni del tipo §(z) = ke™* (k € R). Le derivate della funzione y(x)(x) sono
7™ = (-1)"ke™® VzeR,VneN ,
pertanto la g(z) & soluzione della (2) se e soltanto se

14+44+46+4+1+81+2+1)+16]ke™ = 64e™" Vze R <
< 64ke™ = 64" Ve R <«— k=1

Per il principio di sovrapposizione un integrale particolare dell’equazione differenziale assegnata ¢ la
funzione %x + e~%, dunque l'integrale generale di tale equazione e:
c1e”cos2x + cpe®sen 2z + c3 xe® cos2x + ¢y xe” sen 2x + %m +e*
(Cla C2,C3,C4 € R) .

Osserviamo adesso che, al tendere di x a 400, le funzioni

1 - 1
e” cos 2z cos 2x e® sen 2x sen 2x T e ” 5 + 1
zet x ’ ze? T ’ et e Te®
sono tutte e tre infinitesime, pertanto pure la funzione
c1 e* cos2x + co e* sen 2x + %az +e 7
xe’
¢ infinitesima, qualunque siano le costanti ci, co € R. Invece la funzione
cgx e’ cos2x + ¢y xe” senx
(3) = (3C082x + ¢4 5en 2%

xe*

30



¢ infinitesima per z — 400 soltanto se c3 = ¢4 = 0, altrimenti & oscillante (cid segue dal fatto che alcune
restrizioni di tale funzione convergono a c3 per z — +00, altre convergono a —cs, altre a ¢4 e altre ancora a
—c4). Pertanto le soluzioni y(z) dell’equazione differenziale assegnata che verificano le condizione

im 2@ g
z—+oo e

sono tutte e sole le funzioni

(4) ylx) = cle”:COSQJ:—i—chxsean—i—%x—i—e_’” , c1,c0€R .

b) Dalla teoria delle equazioni differenziali lineari segue che l'insieme costituito dalle funzioni (4) &
I'integrale generale di quella equazione differenziale lineare del secondo ordine, a coeflicienti costanti,

(5) y' +ay +ay = fz)
la cui equazione caratteristica

(6) )\2+a1)\+a2:0

ha le radici 1+ 2i e che ammette D'integrale particolare p(z) = tx 4 ¢~”. Llesistenza di tale equazione diffe-

renziale si prova facilmente nel seguente modo: una volta trovate le costanti reali a1, as tali che I’equazione
(6) abbia le radici 1 £ 2i (cosa possibile perché i numeri complessi 1 + 2i sono coniugati), 'esistenza del ter-
mine noto f(z) tale che 'equazione differenziale (5) ammetta la soluzione op(x) si ottiene subito imponendo
la condizione che ¢(z) sia soluzione della (5), ciog scrivendo:

fx)=¢"(x) + a1’ (z) + asp(x) VreR .

Determiniamo esplicitamente ’equazione (5). L’equazione di secondo grado avente le radici 1 + 2i e,
come gia sappiamo dal punto a),

A=1)224+4=0 <= N -2X+5=0 ;
pertanto la funzione f é:

fx)y=e"=2(:—e®)+5(z+e ™) =0—2+8"" VzeR .
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Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 19 febbraio 2009 (Compito A)

1

La funzione f & definita e continua in R?. L’insieme degli zeri di f ¢ I'unione F U R, dove E denota

lellisse di equazione %2 + % =1e Rlaretta 2z — 3y = 0. Il segno di f in R?\ (FU R) coincide con il segno
della funzione 2z — 3y, dunque f & positiva in S; \ F e negativa in Sy \ E, essendo S; e Sy i due semipiani
aperti:

51:{(x,y)€R2 : y<§x} , ng{(x,y)ERQ : y>§m} .

Ne segue che i punti di £ NS; sono punti di minimo relativo, ma non di minimo relativo proprio, per la
funzione f, mentre i punti di £ NS sono punti di massimo relativo, ma non di massimo relativo proprio;
invece i punti della retta R e, in particolare, i due punti dell’intersezione £ N R non sono punti di estremo
relativo per f. Inoltre, considerati i due domini limitati

Dlz{(x,y)eRQ : 4x2—|—9y2—36§0,2$—3y20} ,
Dy ={(z,y) €R* : 42° +9y* —36 < 0,2z —3y < 0} ,

o
si ha che il massimo assoluto della restrizione f|p, viene preso in D; e il minimo assoluto di f|p, viene preso
o o o

in Do, pertanto in D; vi & necessariamente almeno un punto di massimo relativo per f e in Dy almeno un
punto di minimo relativo.
Per liberare la legge di f dal valore assoluto conviene considerare la funzione reale di due variabili reali

gz, y) = (4a® + 9y* — 36) (22 — 3y) ,
che ¢ di classe C™ in R? e per la quale si ha
9. (z,y) = 8z(22 — 3y) + 2(4a? + 9y* — 36) Y(z,y) € R? |
gy(z,y) = 18y(2x — 3y) — 3(42® + 9y* — 36)  V(x,y) € R? .
Tramite la g possiamo scrivere
g(z,y)  V(z,y) €A,

f(mvy) = —g(x,y) V(x,y) € B,
0 V(z,y) € E,

dove B ¢ l'interno del dominio di Jordan avente come frontiera l'ellisse E e A € il complementare di tale
dominio. Si ha quindi

fw('r7y) :gw(xvy) s fy(xay) :gy(x,y) V(x,y) cA 5
fe(2,y) = —gu(2,9) , fy(2,y) = —gy(2,y)  V(z,y)€B .

Pertanto i punti stazionari per la funzione f nell'insieme AU B = R?\ E sono tutti e soli i punti stazionari
per g in tale insieme. Troviamo i punti stazionari per g:

ga(z,y) =0 4a(22 — 3y) + 42 +9y* —36 =0
A

gy(z,y) =0 6y(2z — 3y) — (42% + 9y* — 36) = 0

(4 4+ 6y) 2z —3y) =0
< A
4z(27 — 3y) + 42® + 9y* — 36 = 0

2
Yy=—3T y= 3z
0

4o (22 — 3y) + 4o + 9y? — 36 =
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le soluzioni del secondo sistema sono i punti comuni alla retta R ed all’ellisse F, che abbiamo gia esaminato
e che, peraltro, non appartengono a AU B. Risolvendo il primo sistema otteniamo:

— — <~
4x(2x + 2x) + 42 +42? — 36 =0 242% = 36

= En-(E-D o e-(~/EyD

[e]
Dalle considerazioni svolte in precedenza segue che uno dei due punti trovati deve appartenere a Dy e I'altro

o
a Do. Si verifica immediatamente che

[e] [e]
3 2 3 /2
(V3-V3)eni . (-/5f3)eD: .
Pertanto 3. —1/2) & 'unico punto di massimo assoluto per la restrizione f|p, ed & un punto di massimo
2 3 1

relativo proprio per f; analogamente (—\/g , \/g> ¢ I'unico punto di minimo assoluto per la restrizione f|p,
ed € un punto di minimo relativo proprio per f.

Per rispondere all’ultima parte del quesito osserviamo che, considerata la restrizione di f all’insieme dei
punti dell’asse x, si ha:

f(x,0) = |42* — 362 VzrcR

lim f(z,0) = +oc0 |,

r—+o0

pertanto la funzione f non e limitata né inferiormente né superiormente, quindi non vi sono punti di estremo
assoluto per f.
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