Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica I1
assegnato il 7 febbraio 2007

1 Trovare i punti di estremo relativo per la funzione reale di due variabili reali

flzy) = (y—2%) (y—42%) (y — 1),

specificandone la natura e precisando se si tratta di punti di estremo relativo proprio.

2 Provare che esiste una ed una sola funzione z — ¢(z), definita in ]0, +oo[ che & una
una funzione implicita relativa all’equazione

"t _logz4+y—1 =0 .

Dimostrare inoltre che sono veri i seguenti fatti:

¢ & derivabile in ]0, 400] e risulta ¢'(z) > —1 Vz €10, +00];
p(1) =¢'(1) = 0;

¢ € strettamente concava in |0, 4+o00[;

@ € crescente in |0, 1] e decrescente in [1,4o00[;

lim, 04+ @(z) = limg 400 p(x) = —00;

il grafico di ¢ non ha asintoto per x — 40c0.

s
el sE

3 Calcolare 'integrale doppio

|z — 3y — 1|
————5 dr dy
2 2)2 ’
/ 7 (@2 +9y2)
dove T' ¢ il seguente dominio:

§$2+9y2§1} )

|

T = {(z,y) €R* : >0,

4 Risolvere il seguente problema di Cauchy:

y" =3y +4y —2y = 1+senz cosx
y(0) =y'(0) =y"(0) =0



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica I1
assegnato il 7 marzo 2007

1 a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione

f(x,y) = warctgly — |

b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f ¢ differenziabile.
c¢) Trovare i punti di estremo relativo per f specificandone la natura e precisando se
si tratta di punti di estremo relativo proprio.

2 Trovare la costante k € R per la quale la forma differenziale lineare

2x x ]{7
e er + d

" log(y —e*) —

e esatta nel suo insieme di definizione.
Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale cosi ottenuta lungo la poligo-
nale IT di vertici p = (—1,2e7 1), ¢ = (=2,4) e r = (1,2e).

3 a) Provare che l'insieme
T = {(z,y,2) eR® : 2>0,2>1,2° + V2 <y <5}

¢ un dominio limitato di R?, misurabile secondo Peano-Jordan.

///%dxdydz .

b) Calcolare l'integrale triplo

4 E assegnato il problema di Cauchy:

y//_|_4y/_|_5y — e—Zm senx
(%) 1+ cosz

y(0) ='(0) =0

a) Senza risolvere il problema (*) dire qual ¢ l'intervallo di definizione della sua
soluzione ¢ e provare che la funzione ¢ e crescente nel punto x¢ = 0.
b) Risolvere il problema (*).



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica I1
assegnato il 4 maggio 2007

1 Trovare i punti di estremo relativo per la funzione reale di due variabili reali

flzy) = [y—2) -1 +y> -1,

specificandone la natura e precisando se si tratta di punti di estremo relativo proprio.
Dire inoltre, motivando la risposta, se i punti trovati sono anche di estremo assoluto.

2 Provare che la curva I' in R? di rappresentazione parametrica
r=14+Vt , y=senvt, te 0,7,

€ una curva regolare.
Calcolare l'integrale curvilineo lungo I' di ognuna delle seguenti forme differenziali

lineari:

a) [z + (y—sen(m—l))q de + y*dy

43 —nyd 2 + 2y

b d
) I4+y :La4_|_y2 Yo
423 — 2zy % 4 2y 7
—= 41| d — —1 dy .
c) [ RS + } T + [a:4+y2 + (y sen (x )) Y

3 Calcolare 'integrale doppio

dove T' ¢ il seguente dominio:

T = {(z,y) eR® : § <ay <2,z <3y <3z}

4 Trovare le soluzioni comuni alle due equazioni differenziali:
1) vy =y +y +y = 2P +22-2 , (2)

(suggerimento: € utile osservare che tutte le soluzioni comuni a (1) e (2) soddisfano
una stessa equazione differenziale del secondo ordine).

Provare poi che 'insieme delle soluzioni comuni a (1) e (2) coincide con 'insieme delle
soluzioni di una (opportuna) equazione differenziale lineare del primo ordine.

yIV) gy = g2



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 13 giugno 2007

1 a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione

flz,y) = z|Va2+y2—1] ;

in particolare, verificare che sulla circonferenza C' = {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} vi
sono solamente due punti nei quali esistono entrambe le derivate f, e f,.
b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f & differenziabile.

2 Provare che esiste una ed una sola funzione x — ¢(z), definita in tutto R, la quale &
una una funzione implicita relativa all’equazione

1
log(x+y)+§m+y—1 =0 .

Dimostrare inoltre che sono veri i seguenti fatti:
a) ¢ e derivabile in R;
b) ¢ & decrescente in R;
c) & strettamente convessa in R;
d) risulta:

Jm (@)= o0, lim_pla) = —o0 ;

e) (facoltativo) il grafico di ¢ ¢ dotato di asintoto per z — —oo (si tratta della
retta © + y = 0), ma non per x — +00.

3 Sia T linsieme dei punti (z,y, 2) di R3 tali che /22 +142 < 2 < /7.
Calcolare I'integrale triplo

/// V2 + y2 sen 22 dx dy dz
T

4 E assegnato il problema di Cauchy:

y +2ry = 2%y’
y(0) =1
a) Senza risolvere il problema (*) provare che, se ¢ € una soluzione di (*), il punto

xp = 0 e di massimo relativo per ¢.
b) Risolvere il problema (*).

(*)



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 14 giugno 2007

(prova scritta straordinaria)

1 a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione
flzy) = @ |arctg (x2 +y° - 1)’ ;

in particolare, verificare che sulla circonferenza C' = {(z,y) € R? : 2% + y? = 1} vi
sono solamente due punti nei quali esistono entrambe le derivate f, e f,.
b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f & differenziabile.

2 Provare che esiste una ed una sola funzione x — (x), definita in tutto R, la quale &
una una funzione implicita relativa all’equazione

1
ew+y—|—§x+y—1 =0 .

Dimostrare inoltre che sono veri i seguenti fatti:
a) ¢ e derivabile in R;
b) ¢ & decrescente in R;
c) & strettamente concava in R ;
d) risulta:

3 Sia T l'insieme dei punti (z,y,2) di R3 tali che \/22 +32 <2<1.
Calcolare I'integrale triplo

/// \x? +y2z4ez4 dr dydz
T

4 Risolvere il problema di Cauchy:

{y(IV) 9y 4 By — 8y +dy = 10e% 4z
9
y(0) =y'(0) = —y"(0) =2, ¥"(0) = §



1

Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica I1
assegnato il 4 luglio 2007

a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione

flay) = (y—e+1)" 22 +y* - 1] ;

in particolare, verificare che sulla circonferenza C' = {(z,y) € R? : 22 +y? = 1} vi
sono solamente due punti nei quali esistono entrambe le derivate f, e f.
b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f ¢ differenziabile.

Sia K l'insieme dei punti (z,y, z) di R? tali che 2% + y? + 42* < 1.
a) Provare che K & un insieme sequenzialmente compatto.
b) Trovare il minimo ed il massimo assoluti della funzione

f(@,y,2) = z+y+22°

nell’insieme K.

a) Calcolare l'integrale doppio

// G R
V( x2+y
dove T ¢ il seguente dominio:
T = {(z,y) eR* : 2<V2,y>0,1<2” +9° <4}

b) (Facoltativo) Calcolare lo stesso integrale doppio adoperando un procedimento
diverso.

a) Trovare tutte le soluzioni y(x) dell’equazione differenziale lineare
y M) — 4y L6y — Ay +y+8(y" — 2y +y) + 16y = bz — 4+ 64e"

che verificano la condizione ()
. T

lim Y =0
x—+oco e’

b) Provare che 'insieme delle soluzioni trovate ¢ l'integrale generale di un’equazione
differenziale lineare.



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica II
assegnato il 12 settembre 2007

1 Data la funzione reale di due variabili

fla,y) = [(y—2)* =1 (a* +y* — 1) ,
a) provare, senza calcolarne le derivate parziali, che la funzione f ha almeno tre punti
di estremo relativo appartenenti al cerchio aperto D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1};
b) trovare tutti i punti di estremo relativo per f, specificandone la natura e precisando
se si tratta di punti di estremo relativo proprio;
¢) dire, motivando la risposta, se i punti trovati in b) sono anche di estremo assoluto.

2 Provare che esiste una ed una sola funzione x — (z), definita in tutto R, la quale &
una una funzione implicita relativa all’equazione
e L4 y—1 =0 .
Dimostrare inoltre che sono veri i seguenti fatti:
a) ¢ & derivabile in R;
@ ¢ decrescente in R ;

)
c) e strettamente concava in R ;
d) risulta:

lim p(z) =400 , lim ¢(z)=—-0c0 ;

r—r—00 T—r+00
e) (facoltativo) il grafico di ¢ e dotato di asintoto per x — —oo, ma non per
T — +00.

3 a) Provare che l'insieme
T = {(z,y,2) eR® : da® +y? < 2 <1}
¢ un dominio limitato di R3, misurabile secondo Peano-Jordan.

b) Calcolare l'integrale triplo
/// LAAs 10 a0 = gy dy s
22 +1

4 a) Risolvere I'equazione differenziale lineare
*) y/// o y// . y/ +y= e2a’(sen e + e cos eaz)

(
(puo essere utile osservare che il termine noto della (*) & uguale a e?D(e”sene”) ).
b) Trovare tutte le soluzioni y(z) della (*) che verificano la condizione

y(x)

lim == =0
r—+00 \/E
e provare che I'insieme di tali soluzioni costituisce 'integrale generale di un’equazione
differenziale lineare del primo ordine.



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica I1
assegnato il 3 ottobre 2007

2 2
1 Sia K linsieme dei punti (x,y, 2) di R? tali che % + yz +424 <1,

a) Provare che K & un insieme sequenzialmente compatto.
b) Trovare il minimo ed il massimo assoluti della funzione

3
f(xvyaz) = I—|—§y+1222

nell’insieme K.

Trovare quella funzione ¢ € C'(R) per la quale la forma differenziale lineare

T+ QIOgy§ dr 4+ o(z) dy
(z +1logy)? y(z + logy)

lw

¢ esatta nel suo insieme di definizione.
Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale cosi ottenuta lungo la poligo-
nale I di vertici p = (=1,¢?), ¢ = (2,4) e r = (1,1).

Calcolare I'integrale doppio

dove T' ¢ il seguente dominio:

T ={(z,y) eR®:2>0,0<y< L 2?2 +y?>1 322 —y2<1} .

Risolvere il problema di Cauchy:

y/// . 3y// + 4y

(%)

Trovare un problema di Cauchy relativo ad un’equazione differenziale lineare del sec-
ondo ordine che ha la stessa soluzione del problema (*).



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica II
assegnato il 14 dicembre 2007

1 a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione

flxy) = yly—2*+1] ;

in particolare, verificare che sulla parabola P = {(z,y) € R? : y—2?+1 = 0} vi sono
solamente due punti nei quali esistono entrambe le derivate f, e fy.

b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f ¢ differenziabile.

2 B assegnata la forma differenziale lineare

y x
* e’ ————|d 1+ ——|dy .
. { x2+y2} x+[+w2+y2] ’
a) Provare che la (*) & esatta nell’insieme aperto

A=R2\{(0,y) : y€[0,+00[} .

b) Provare che la (*) non & esatta in R? \ {(0,0)} .
(Suggerimento: conviene considerare la curva semplice e chiusa che ha come sostegno
la circonferenza C' = {(x,y) € R? : 2% +y? = 1}.)

c¢) Trovare una primitiva della (*) nell'insieme A.

// ‘a:—%‘ dedy ,
T
dove T ¢ il seguente dominio:

T = {(z,y) €R* : 2?2 +¢y*> <1, V3z > |y|} .

3 Calcolare 'integrale doppio

4 a) Risolvere I’equazione differenziale lineare
(%) y" —4y"” + 9y’ — 10y = e”(cosx — sen )
b) Trovare tutte le soluzioni y(x) della (*) che verificano la condizione

lim e*%my(x) =0 .

r—-+00

c¢) Provare che I'insieme delle soluzioni trovate in b) costituisce I'integrale generale di
un’equazione differenziale lineare.



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica 11
assegnato 1’8 gennaio 2008

1 Data la funzione reale di due variabili

Y

(y—x)*(z* +y* - 1)
1
flz,y) = (m)

a) provare, senza calcolarne le derivate parziali, che la funzione f ha almeno due punti
di estremo relativo appartenenti al cerchio aperto D = {(z,y) € R? : 22 +¢y? < 1};
b) trovare tutti i punti di estremo relativo per f, specificandone la natura e precisando
se si tratta di punti di estremo relativo proprio;

c) dire, motivando la risposta, se i punti trovati in b) sono anche di estremo assoluto.

2 Trovare la costante k € R per la quale la forma differenziale lineare

2r — x—k
log(y — x) + IV da +
r—y y—

dy

¢ esatta nel suo insieme di definizione.
Della forma differenziale cosi ottenuta calcolare 'integrale curvilineo lungo la poligo-
nale II di vertici p = (-2, —1), ¢ = (1,2008) e r = (0, 1).

3 Sia T l'insieme dei punti (z,y,2) di R3 tali che /22 +92 <2< 1.
Calcolare 'integrale triplo

///zlog(1+x2+y2)d:ﬂdydz
T

4 a) Risolvere I’equazione differenziale lineare
(*) y///_5y//+8y/_4y:e$
b) Trovare tutte le soluzioni y(x) della (*) che verificano la condizione

lim —y(x) =
r—4oo /Te?T

e provare che I'insieme di tali soluzioni costituisce l'integrale generale di un’equazione
differenziale lineare del secondo ordine.



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 19 febbraio 2009

1 Trovare i punti di estremo relativo per la funzione reale di due variabili reali

fla,y) = |a® +9y* — 36| (2 — 3y) ,

specificandone la natura e precisando se si tratta di punti di estremo relativo proprio.
Stabilire, inoltre, se i punti trovati sono anche punti di estremo assoluto.

Calcolare I'integrale curvilineo

3
1 1 eY(e¥—1
/{ A S P ) B
rlazt+ (ev — 1) r“+y 2244 (ev—1)
essendo I' la curva semplice che ha come sostegno la semicirconferenza
?+yt=4, y>0

ed ¢ orientata nel verso delle z crescenti.

Calcolare I'integrale triplo

/// 2222 cos 22 dr dydz |
T

dove T' ¢ il seguente dominio:

T = {(5’37ZJ72)€R3Iy20,0§z3§x2+y2§7r} .

Trovare una soluzione massimale di ognuno dei seguenti problemi di Cauchy:

y’:6\/§x2e”3 y/:6\/§$2€x3
y(0) =0 ’ y(0) =4

Dire inoltre se la soluzione trovata e unica. Giustificare quanto asserito.



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica I1
assegnato il 19 febbraio 2009

1 Trovare i punti di estremo relativo per la funzione reale di due variabili reali

flzy) = B—y?) |ly—2°+4z| ,

specificandone la natura e precisando se si tratta di punti di estremo relativo proprio.
Stabilire, inoltre, se i punti trovati sono anche punti di estremo assoluto.

Calcolare I'integrale curvilineo

/ T n 4 de + arctgy d
r 2?2 +arctg?y 7 Y (1 + 32)(z2 + arctg %y) Y

essendo I' la curva “grafico della restrizione delle funzione 7 (% — 1)10 all’intervallo
[0, 3], orientato nel verso delle x crescenti”.

Calcolare I'integrale triplo
/// Vz(x2 +y2)sen 22 dr dy dz
T

dove T' ¢ il seguente dominio:

T = {(z,y,2) eR® : x> |y|, 2> + 9> < 22 <7} .

Trovare una soluzione massimale di ognuno dei seguenti problemi di Cauchy:

{y’Z\/“yex {y'zx/“yex

y(0) =0 y(0) =1

Dire inoltre se la soluzione trovata e unica. Giustificare quanto asserito.



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica II
assegnato il 19 marzo 2009

1 a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione
reale di due variabili reali

flzy) = lzy—4l(y —z) .
b) Trovare il minimo ed il massimo assoluto della restrizione di f al rettangolo

R=1[0,4] x [0,2]

2 a) Provare che la curva I' in R? di rappresentazione parametrica

a:z?;sen”—v;_l , y:\/gcosw—vg_l, tell,?],

€ una curva regolare.
b) Calcolare gli integrali curvilinei:

(1) / x(x2+3y2) dr — % dy
r

? /r{er (ﬂf+y12)(_xiry2)} e [x_ xiyyZ] W

3 Calcolare 'integrale doppio

// |z + 2y — 2|(z — 2y) dx dy
T

dove T e il seguente dominio:

T = {(z,y) eR? : x>0,y >0, 2> +4y* <4} .

4 E assegnato il problema di Cauchy:

y"" — 3y —2y = senhx
y(0)=0,y'(0)=—3,4y"(0) =35
a) Senza risolvere il problema (*) dire qual ¢ l'intervallo di definizione della sua

soluzione massimale ¢ e calcolare la derivata quinta di ¢ nel punto zg = 0.
b) Risolvere il problema (*).

(%)



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica II
assegnato 1’11 giugno 2009

1 Provare che esiste una ed una sola funzione x — ¢(x), definita in tutto R, la quale &
una funzione implicita relativa all’equazione
loglx+y)+2x+y—1 = 0 .
Dimostrare inoltre che sono veri i seguenti fatti:
a) ¢ ¢ derivabile in R;
b) ¢ & decrescente in R;
c) la funzione x — x 4+ ¢(x) & decrescente in R;
d) ¢ e strettamente convessa in R;

e) risulta:

f) (facoltativo) il grafico di ¢ ¢ dotato di asintoto per x — +oo (si tratta della
retta  + y = 0), ma non per z — —00.

2 E assegnata la forma differenziale lineare

2
Yy 2 2xy
2 — | d — dy .
() {xy—l—x2+y4} Tz + {x x2+y4} Y

a) Provare che la (*) ¢ esatta nell’insieme aperto
A=R?\{(x,0) : x €[0,+00[} .

b) Trovare la funzione F', primitiva della (*) in A, tale che F(—1,0) = 0.
c) Decidere se la (*) & esatta anche in R? \ {(0,0)}.

3 a) Provare che I'insieme
T = {(z,y,2) €ER® : >0,y >1,2° +logy < z < 4}

¢ un dominio limitato di R3, misurabile secondo Peano-Jordan. (Suggerimento: es-
primere T come insieme normale rispetto al piano xy.)

///dexdydz .

4 B assegnato il problema di Cauchy:

b) Calcolare 'integrale triplo

x

y' =2 2y = o+ —
() cos® T

y(0)=0,y'(0) =1
a) Senza risolvere il problema (*), trovare un problema di Cauchy relativo ad un’e-
quazione differenziale lineare del terzo ordine che ha la stessa soluzione del problema

(*)-

b) Risolvere il problema (*).




Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica I1
assegnato il 2 luglio 2009

a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione
flay) = |y —a?| («® — 22 +9°)

b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f & differenziabile.

Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale

2

2z
log (y — 2* dz —
og (y x)—l—x2_y x ey

a) lungo la poligonale II di vertici p = (1,2), ¢ = (0,3) e r = (1,5);
b) lungo la poligonale II" di vertici p’ = (0,4), ¢ = (—1,5) e r = (1, 5).

Calcolare 'integrale doppio

//:cye(m v dedy
T

essendo T 'insieme

{(z,y) € R? : y <max{0,V3z}, (z* +y*)? <log17} .

E assegnato il problema di Cauchy:

1
"+ 4y +5y = 5 9+ ——
(%) yor sy oy THIt e2% cosd x

y(0) =3, y'(0)=3

a) Senza risolvere il problema (*), trovare un problema di Cauchy, relativo ad una
equazione differenziale lineare del terzo ordine, il quale ha la stessa soluzione del
problema (*).

b) Risolvere il problema (*).



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica I1
assegnato il 17 settembre 2009

1 Trovare tutti i punti di estremo relativo per la funzione reale di due variabili reali

flzy) = ly—a|(z* =2z 4+ ¢°) |

specificandone la natura e precisando se si tratta di punti di estremo relativo proprio.
Dire inoltre, motivando la risposta, se i punti trovati sono anche di estremo assoluto.

2 Stabilire se la forma differenziale lineare

y? — x? n 1 d 2xy
x e —
(22 + 12)2 22 + 12 (22 + y2)2

dy

e esatta nel suo insieme di definizione.

Calcolare poi l'integrale curvilineo di tale forma differenziale lungo la curva semplice
I" che ha come sostegno I'arco di ellisse £ = {(z,y) € R? : 22 +4y*> =1,y >0} ed ¢
orientata nel verso delle x crescenti.

3 Calcolare 'integrale doppio
// | log 2 — log(1 + 2? —|—4y2)’ drdy
T

dove T ¢ il seguente dominio:

T = {(z,y) €R? : 2y — 2 <0, 2% +4y® < 4} .

4 Dato il problema di Cauchy:
(%) y' =3 +4y = 1+¢”
y(0)=y'(0)=y"(0)=0

a) senza risolvere il problema (*) trovare il valore ¢('V)(0) della derivata quarta della
sua soluzione nel punto zg = 0;
b) risolvere il problema (*).



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica I1
assegnato il 22 ottobre 2009

a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione
flzy) = |y—2?|(y* —2)

b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f & differenziabile.

E assegnata la forma differenziale lineare

2,3 6 _ ,.3,2 6
Ty dxr + z Yty
1:6+y6 336+y6

(*)

a) Provare che la (*) & esatta nell’insieme aperto
A=R*\ {(2,0) : z €] —00,0]} .

b) Trovare una primitiva della (*) nell'insieme A.
c) Decidere se la (*) ¢ esatta anche in R?\ {(0,0)}.

Calcolare 'integrale doppio

// xy log (1—{—4:)32 +y2) dedy
T

essendo T 'insieme

{(z,y) € R? : y > min{0,2v3 2}, 42 +y*> <8} .

Trovare la soluzione massimale del problema di Cauchy

{y/ _ 2\/@ ea‘*\/?7
y(0) = log” (3)



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 3 dicembre 2009

1 Data la funzione reale di due variabili

flay) = ly—af(@®+y*-1) ,

a) provare, senza calcolarne le derivate parziali, che la funzione f ha almeno due punti
di minimo relativo appartenenti al cerchio aperto D = {(z,y) € R? : 22 +¢* < 1};
b) trovare tutti i punti di estremo relativo per f, specificandone la natura e precisando
se si tratta di punti di estremo relativo proprio;

¢) dire, motivando la risposta, se i punti trovati in b) sono anche di estremo assoluto.

2 B assegnata la forma differenziale lineare

Y T

a) Provare che la (*) & esatta nell’insieme aperto
A=R?\{(x,0) : x €] —00,0]} .

b) Trovare una primitiva della (*) nell’insieme A.
c) Provare che la (*) non ¢ esatta nell’insieme R? \ {(0,0)} .

3 Calcolare I'integrale doppio

essendo T l’'insieme

{(z.y) eR? x>, 2+y>0,2"+y° <1} .

4 E assegnato il problema di Cauchy:

() y///_3y//+4y:2_ex
*
y(0) =4'(0) =y"(0) =0
a) Senza risolvere il problema (*) trovare il valore (V) (0) della derivata quarta della
sua soluzione nel punto xy = 0.
b) Risolvere il problema (*).



Corso di laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 11 gennaio 2010

1 Data la funzione reale di due variabili

flay) = ly+af(l—2>—y%) ,

a) provare, senza calcolarne le derivate parziali, che la funzione f ha almeno due punti
di massimo relativo appartenenti al cerchio aperto D = {(z,y) € R? : 22 + y? < 1};
b) trovare tutti i punti di estremo relativo per f, specificandone la natura e precisando
se si tratta di punti di estremo relativo proprio;

¢) dire, motivando la risposta, se i punti trovati in b) sono anche di estremo assoluto.

2 B assegnata la forma differenziale lineare

Yy 2 x
(%) {2:1:3/—%2_‘_3/2} dr + {:1: +$2+y2} dy .

a) Provare che la (*) & esatta nell’insieme aperto
A=R2\{(x,0) : x €[0,+00[} .
b) Trovare una primitiva della (*) nell’insieme A.

c) Provare che la (*) non ¢ esatta nell’insieme R? \ {(0,0)} .

3 Calcolare I'integrale doppio

essendo T l’'insieme

{(z,y) eR* :x>% y—2<0,22+y* <1} .

4 E assegnato il problema di Cauchy:

{y///+3y//_4y — 9 _ e 7

(%)
y(0) =y'(0) = y"(0) =0

a) Senza risolvere il problema (*) trovare il valore (V) (0) della derivata quarta della
sua soluzione nel punto xy = 0.

b) Risolvere il problema (*).



Corso di Laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica II
assegnato il 24 giugno 2011

Trovare i punti di estremo relativo per la funzione reale di due variabili reali

flz,y) = ayly—2*+1| ,

specificandone la natura e precisando se si tratta di punti di estremo relativo proprio.
Dire inoltre, motivando la risposta, se i punti trovati sono anche di estremo assoluto.

Calcolare 'integrale curvilineo della forma differenziale

8¢° +y* —4
it dr + il
Viax? +y? —4 Vax? +y? —4

lungo la poligonale II di vertici p = (0, —4), ¢ = (2011,1) e r = (0,4).

dy

Calcolare I'integrale doppio

20 —y
———dzd
//T4£C2—|—y2 ray ,

essendo 1" 'insieme

{(z,y) €R? 1 y >0, <da®> +42<1,20+y <1} .

Trovare la soluzione massimale del problema di Cauchy

—arctgx

) 1 y?
— —e
X

Y ©2(1+a2) v=

y(1) =—e



Corso di Laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica II
assegnato il 13 luglio 2011

a) Studiare la differenziabilita della funzione reale di due variabili reali

f(z,y) = zyla® +y* — 4

nei punti: (0,0), (0,2) e (1,/3).

b) Trovare il massimo ed il minimo assoluti della restrizione di f all’insieme

T={(z,y) eR?® : 2>0,y>0,z+y<1}.

Calcolare I'integrale curvilineo

/ { - I S P Y d
x 9
r 2% +log(1+y?) = (2 +y?) 1+ ) (@2 +log(1+4?)
essendo I' la curva semplice che ha come sostegno la semicirconferenza
4yt =4, y>0

ed & orientata nel verso delle z crescenti.

Calcolare I'integrale triplo
/// VAaz?2 +y2 2tsenztdrdydz
T
essendo T 'insieme dei punti (z,y, 2) di R3 tali che \/422 + 42 < 2 < /7.

Trovare (almeno) due soluzioni massimali distinte del problema di Cauchy

y = 6x%eVyey — 1,
y(1) =0.



Corso di Laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica II
assegnato il 14 settembre 2011

1 Trovare i punti di estremo relativo per la funzione reale di due variabili reali

flz,y) = layl(z+y* - 1) ,
specificandone la natura e precisando se si tratta di punti di estremo relativo proprio.

Dire inoltre, motivando la risposta, se i punti trovati sono anche di estremo assoluto.

2 Provare che la curva I' in R? di rappresentazione parametrica
c=t, y=1+etVt tel[-1,1],

€ una curva regolare.
Calcolare I'integrale curvilineo lungo I' delle seguenti forme differenziali lineari:

2

a) z3 <y—el_“4>2 dr + dy

y—1
1622 + y* + 492 dr + —8zy

b o
) 1622 + y* 1622 +y

3 Calcolare 'integrale triplo

/// z(1 —22%) e Y =2 g dydz
T

essendo T l'insieme dei punti (z,y,2) di R3 taliche z >0e0< 2z < /22 +y2<1.

4 Trovare (almeno) due soluzioni massimali distinte del problema di Cauchy

{y/=x2y3\/“ yt—1,

y(2)=1.



Corso di Laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 4 ottobre 2011

1 a) Studiare la differenziabilita della funzione reale di due variabili reali

f(z,y) = y‘vx2+y2—1‘

nei punti (1,1) e (0,0).
b) Trovare il minimo ed il massimo assoluto della restrizione di f all’insieme

K={(v,y) eR? : 2? +¢y* <1}.

2 a) Decidere se la forma differenziale

1 e®(e®—1) 1 Y3
(%) 5 —— t 5 |dv + R
(" —=1)"+y* 71y (e —=1)"+y

dy

e esatta nel suo insieme di definizione.
b) Calcolare l'integrale curvilineo della (*) lungo la curva semplice che ha come
sostegno 'arco di circonferenza

4y’ =9, >0, y>0

ed e orientata nel verso delle y crescenti.

3 Calcolare 'integrale triplo

///ysenﬂz4dxdydz ,
T

essendo T linsieme dei punti (z,y, z) di R? che verificano le seguenti disuguaglianze

224y <2?2<1, 22>2>0, y>0.

4 a) Risolvere l'equazione differenziale

(E) y// . y/ . 2y — e2m 3z—1 )

2

b) Trovare un’equazione differenziale del primo ordine tale che 'insieme delle sue
soluzioni sia contenuto nell’insieme delle soluzioni della (E).



Corso di Laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 7 dicembre 2011

Sia K linsieme dei punti (z,y, z) di R? tali che 4% + 3% + 22 < 1.
a) Provare che K & un insieme sequenzialmente compatto.
b) Trovare il minimo ed il massimo assoluti nell’insieme K della funzione

flz,y,z) = 202 +y+ 2.

Provare che esiste una ed una sola funzione x — ¢(x), definita in tutto R, la quale &
una una funzione implicita relativa all’equazione

X g ty—1 =10 .
Dimostrare inoltre che sono veri i seguenti fatti:
a) ¢ & derivabile in R;
@ e decrescente in R ;

)
c) ¢ e strettamente concava in R
) risulta:

Calcolare I'integrale triplo
///1+4IE +Z 4$2+22_yda:dydz
y?+1 ’

T = {(z,y,2) €R® : da* + 22 <y <1} .

essendo

a) Risolvere 1’equazione differenziale
(E) v+ — 2y =222z + 1)e”

b) Trovare un’equazione differenziale del primo ordine tale che 'insieme delle sue
soluzioni sia contenuto nell’insieme delle soluzioni della (E).



Corso di Laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica II
assegnato 1’8 febbraio 2012

Trovare tutti i punti di R? nei quali la funzione reale di due variabili reali

el se (w 0.0
floy)={ Y2 +2 (z,y) # (0,0)
0 s€ (5’3,2/) = (0,0)

¢ differenziabile.

Sia I una qualunque curva semplice e chiusa che ha come sostegno la circonferenza di
centro (2,0) e raggio uno ed & orientata nel verso antiorario. Calcolare la circuitazione
lungo T" della forma differenziale

322y cos(z® +y) + | — 2|y] dr + [Sen (23 +9) +ycos(z® +y)| dy .

Calcolare 'integrale triplo
/// 22|z — 2| dedydz |
T

T = {(z,y,2) €R® : 2>0, (4z* +y*)? <4 —2}.

essendo

E assegnato il problema di Cauchy:

sen T

y//+4y/+5y — e—2:c . ,
(*) COs* x

y(0)=0, y'(0)=e7>.

a) Senza risolvere il problema (*) dire qual ¢ l'intervallo di definizione della sua
soluzione ¢ e provare che la funzione ¢ e strettamente concava nel punto zg = 0.
b) Risolvere il problema (*).



Corso di Laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica II
assegnato il 7 marzo 2012

1 a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione
reale di due variabili reali

flzy) = lz+yl@@®+y° —4)

b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f ¢ differenziabile.

2 a) Decidere se la forma differenziale

2¢” (e* — 1)3 1
e(e 4 ) + 2 2 dx—i_ y4
(e =1)" +y* 274y (e” —1)" +y?

(%)

¢ esatta nel suo insieme di definizione.
b) Calcolare l'integrale curvilineo della (*) lungo la curva semplice che ha come
sostegno 'arco di circonferenza

2?+y? =9, >0, y<o0

ed e orientata nel verso delle y crescenti.

3 Calcolare 'integrale triplo
/// VAy? + 22 2t senztdedydz
T

essendo T l'insieme dei punti (z,y, z) di R? tali che \/4y2 + 22 <z < /7.

4 Trovare una soluzione massimale di ognuno dei seguenti problemi di Cauchy:

{y’=W {y'=W

y(0) =0 y(0) =1

Dire inoltre se la soluzione trovata e unica. Giustificare quanto asserito.



Corso di Laurea di primo livello in Fisica
Compito di Analisi Matematica 11
assegnato il 14 maggio 2012

1 a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione
reale di due variabili reali

flay) = lz—y|@@®+y°—1)

b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f & differenziabile.

2 a) Decidere se la forma differenziale

arctgx n T de + Y
x —_—
(1+ 22) (arctg?z +y2) 22 +y? arctg?r + y2

(*)

¢ esatta nel suo insieme di definizione.
b) Calcolare l'integrale curvilineo della (*) lungo la curva semplice che ha come
sostegno 'arco di circonferenza

2?4y =1, >0, y<0

ed e orientata nel verso delle y crescenti.

3 Calcolare 'integrale doppio
20—y
———dxd
/ /T 1?42 Y

{(z,y) eR? : 4a® +9* < 1,20 +y>1} .

essendo T l'insieme

4 Trovare una soluzione massimale di ognuno dei seguenti problemi di Cauchy:

{y/:6\/§x2 {y/:6\/§x2

y(0) =0 y(0) =1

Dire inoltre se la soluzione trovata e unica. Giustificare quanto asserito.



Corso di Laurea in Fisica
Compito di Analisi Matematica II (Prof. A. Villani)
assegnato il 28 gennaio 2013

a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione
reale di due variabili reali f = yl/z?2+y? —4|.
b) Trovare tutti i punti di R2 nei quah f e differenziabile.

a) Provare che l'insieme K = {(z,y,2) € R® : 22+ Ty? + 22 =1, 2 +y+2=1}¢
sequenzialmente compatto.

b) Trovare il massimo ed il minimo assoluti della restrizione della funzione reale di tre

\/r2 2
variabili reali g(z,y,2) =4"" " allinsieme K.

o0
n 4 1)g2n+1
Data la serie di potenze Z % )

a) determinarne I'insieme di convergenza,
b) trovarne la funzione somma f(z);
¢) calcolare la derivata f(1%)(0).

Calcolare 'integrale triplo

zy|23|
///1+ )4dxdydz ,

essendo T linsieme {(z,y,2) €R3 : 2 <0,y >0, 22 <22+ ¢y < 1}.

E assegnato il problema di Cauchy:

() y' + ey = 2y’
y(0) =1

a) Senza risolvere il problema (*) provare che, se ¢ ¢ una soluzione di (*), il punto

xo = 0 & di minimo relativo per .
b) Risolvere il problema (*).



Corso di Laurea in Fisica
Compito di Analisi Matematica II (Prof. A. Villani)
assegnato il 28 gennaio 2013
(programma 2010-11)

a) Calcolare, in tutti i punti in cui esistono, le derivate parziali prime della funzione

reale di due variabili reali f(z,y) = y|v/x?+y? —4|.

b) Trovare tutti i punti di R? nei quali f ¢ differenziabile.

a) Provare che l'insieme K = {(z,y,2) € R® : 22+ Ty> + 22 =1, 2 +y+2=1} &
sequenzialmente compatto.
b) Trovare il massimo ed il minimo assoluti della restrizione della funzione reale di tre

VaTF?

2
variabili reali g(x,y, z) = 4 “ all'insieme K.

a) Decidere se la forma differenziale

arctgx n T de + Y
x _—
(14 2?) (arctg®z +y2) 22 +y? arctg?z + 12

(*)

e esatta nel suo insieme di definizione.
b) Calcolare l'integrale curvilineo della (*) lungo la curva semplice che ha come
sostegno 'arco di circonferenza

?+yP=1, 220, y>0

ed e orientata nel verso delle y decrescenti.

Calcolare I'integrale triplo

aylz?|
dedydz
M =

essendo T linsieme {(z,y,2) €R3 : 2 <0,y >0, 22 <224+ y? < 1}.

E assegnato il problema di Cauchy:

Yy +gay = 2y’
y(0) =1
a) Senza risolvere il problema (*) provare che, se ¢ € una soluzione di (*), il punto

o = 0 e di minimo relativo per .
b) Risolvere il problema (*).

()



Corso di Laurea in Fisica
Compito di Analisi Matematica II (Prof. A. Villani)
assegnato il 18 febbraio 2013

Trovare i punti di estremo relativo per la funzione reale di due variabili reali

flx,y) = (+y)|vVe2+y? -4,

specificandone la natura e precisando se si tratta di punti di estremo relativo proprio.
Dire inoltre, motivando la risposta, se i punti trovati sono anche di estremo assoluto.

Trovare il massimo ed il minimo assoluti della restrizione della funzione reale di tre
variabili reali

g(z,y,z) =log, (% + Va2 + y2)
2
all’insieme

K={(z,y,2) eR® : 2 + ¢y + 72" =1, 2 —y+2=1}.

o0
. . n+ 1 1.2714—3
Data la serie di potenze Z <4++1 ]

a) determinarne l'insieme di convergenza;
b) trovarne la funzione somma f(x);
c) calcolare la derivata f(1)(0).

Calcolare I'integrale triplo

xy3|2°
drdyd
I, i e

essendo T linsieme {(z,y,2) €R3 : 2 >0,y <0, 22 < 42% + 92 < 1}.

E assegnato il problema di Cauchy:

y +ay = (zy)?
y(0) = —3

a) Senza risolvere il problema (*) provare che, se ¢ ¢ una soluzione di (*), il punto
xo = 0 & di minimo relativo per .

b) Risolvere il problema (*), precisando l'intervallo di definizione della funzione mas-
simale.

(*)



Corso di Laurea in Fisica
Compito di Analisi Matematica II (Prof. A. Villani)

assegnato il 18 febbraio 2013
(programma 2010-11)

Trovare i punti di estremo relativo per la funzione reale di due variabili reali

f@y) = (z+y)lvVa?+y? -4,

specificandone la natura e precisando se si tratta di punti di estremo relativo proprio.
Dire inoltre, motivando la risposta, se i punti trovati sono anche di estremo assoluto.

Trovare il massimo ed il minimo assoluti della restrizione della funzione reale di tre
variabili reali

g(z,y,2) = log, (%Jr :c2+y2)
3
all’insieme
K={(z,y,2) €ER® : 2* + 92+ 72 =1, 2 —y+2z=1} .

a) Decidere se la forma differenziale

x 1—(z24+4y?)
(*) 14 22 4 4y? * }

e esatta nel suo insieme di definizione.
b) Calcolare 'integrale curvilineo della (*) lungo la curva semplice che ha come
sostegno l'arco di ellisse

4y
d ——d
r + 1422 + 492 Y

B +4yf =1, 220, y<0

ed e orientata nel verso delle x crescenti.

Calcolare I'integrale triplo

xy3|2°|
///1+ 12 5 )3d:)3dydz ,

essendo T linsieme {(z,y,2) €R3 : 2 >0,y <0, 22 <42? + ¢ < 1}.

E assegnato il problema di Cauchy:

(*)

a) Senza risolvere il problema (*) provare che, se ¢ ¢ una soluzione di (*), il punto
xo = 0 & di minimo relativo per .

b) Risolvere il problema (*), precisando l'intervallo di definizione della funzione mas-
simale.



Corso di Laurea in Fisica
Compito di Analisi Matematica II (Prof. A. Villani)
assegnato il 18 febbraio 2013 (prova in itinere)

A

Trovare il massimo ed il minimo assoluti della funzione reale di due variabili reali

flay) = @ +y°—1)(=—y)

nell ’insieme D = {(z,y) € R? : 2 >0, 22 + ¢ < %} :

Trovare tutti i punti di R? nei quali la funzione reale di due variabili reali

g(z,y) = (@*+y* —1)|z —y|

e differenziabile. Giustificare le risposte date.

a) Provare che l'insieme K = {(z,y,2) € R® : 22 + > + 422 = 1,y —2z = 1} &
sequenzialmente compatto.

b) Trovare il massimo ed il minimo assoluti della restrizione della funzione reale di tre
1 x2+y2+z

variabili reali h(z,y,z) = (3) all’insieme K.

x4n+5

o0
Data la serie di potenze ,;) m ’

a) determinarne I'insieme di convergenza,

b) trovarne la funzione somma f(x);
c) calcolare le derivate £(29(0) e £39(0).

E assegnato il problema di Cauchy:

(%) {y/ + oy =

y(0) =3

a) Senza risolvere il problema (*) provare che, se ¢ & una soluzione di (*), il punto
xo = 0 e di massimo relativo per ¢.

b) Risolvere il problema (*), precisando l'intervallo di definizione della funzione mas-
simale.



Corso di Laurea in Fisica
Compito di Analisi Matematica II (Prof. A. Villani)
assegnato il 18 febbraio 2013 (prova in itinere)

B

Trovare il massimo ed il minimo assoluti della funzione reale di due variabili reali

flay) = @ +y° -9 (= +y)

nell 'insieme D = {(z,y) € R? : >0, 2?2 +y* <5} .

Trovare tutti i punti di R? nei quali la funzione reale di due variabili reali
g(,y) = (@° +y° — 4|z +y|

e differenziabile. Giustificare le risposte date.

a) Provare che l'insieme K = {(z,y,2) € R3 : da? +4y? + 22 = 1,2y — oz = 1} &
sequenzialmente compatto.

b) Trovare il massimo ed il minimo assoluti della restrizione della funzione reale di tre
variabili reali h(z,y,2) = log(1 + z + 4y? + 2?) all’insieme K.

oo 1 An+5
Data la serie di potenze Z % )

n=0
a) determinarne l'insieme di convergenza;
b) trovarne la funzione somma f(z);

c) calcolare le derivate f(33)(0) e £34)(0).

Trovare le soluzioni comuni alle due equazioni differenziali lineari:
(1) y"™ 44" +3y -2y = 6(e" —1)+4z , (2) y"™+3y"+4y = 8(e"—1).

Provare poi che 'insieme delle soluzioni comuni a (1) e (2) coincide con 'insieme delle
soluzioni di una (opportuna) equazione differenziale lineare del primo ordine.



Corso di Laurea in Fisica
Compito di Analisi Matematica II (Prof. A. Villani)
assegnato il 6 maggio 2013

Provare che la successione di funzioni

o 2]

nr +1

converge semplicemente, ma non uniformemente, nell’intervallo [0, +o0].
Provare poi che la (*) converge uniformemente in ogni intervallo [a, +oo[, a > 0.

Trovare il massimo ed il minimo assoluti della restrizione della funzione reale di tre
variabili reali
g(z,y,z) = 2> +y+2z
all’insieme
K ={(z,y,2) € R : 2* +4y* +42* < 16} .

Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale
vty +2oyley -1 0 oy "
2 4 ,2)2 2 4 ,2)2
(x +y ) (x +y )

lungo la poligonale II di vertici p = (0,1), ¢ = (7,8) e r = (8, 1).

Calcolare 'integrale doppio

Ty (w2+y2)71
———=¢€ dedy
//T (22 4 12)3

essendo T linsieme {(z,y) € R? : . > 1,y >0, 2% +y* < 4}.

E assegnato il problema di Cauchy:

(C)

y" +9y 4+ 20y = e sene”
y(logm) = y'(logm) = 0

a) Senza risolvere il problema (C) provare che la sua soluzione ¢ & strettamente
decrescente nel punto xy = log .
b) Risolvere il problema (C).



Corso di Laurea in Fisica
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Trovare tutti i punti di R? nei quali la funzione reale di due variabili reali
Flayy) = el

e differenziabile. Giustificare le risposte date.

Trovare il massimo ed il minimo assoluti della restrizione della funzione reale di tre
variabili reali

g(z,y,2) =22 +y+ 22

all’insieme
K ={(z,y,2) € R® : 2* +4y* +42*> < 16} .

Calcolare I'integrale curvilineo della forma differenziale

22 — g2
(22 +42)°

ot + oyt + 2wy ey — 1)

(.1,‘2 N y2>2 dr +

dy
lungo la poligonale II di vertici p = (0,1), ¢ = (7,8) e r = (8, 1).

Calcolare 'integrale doppio

Ty (x2+y2)71
———=¢€ dedy
//T (22 4 12)3

essendo T linsieme {(z,y) € R? : . > 1,y >0, 2% +y* < 4}.

E assegnato il problema di Cauchy:

1" / -3z x
¥y +9y 4+ 20y = e “*sene
(©) {

y(logm) = y'(logm) = 0
a) Senza risolvere il problema (C) provare che la sua soluzione ¢ & strettamente

decrescente nel punto xy = log .
b) Risolvere il problema (C).



