Corso di Analisi matematica 1 per Fisici (a.a. 2005-06)
(prof. Alfonso Villani)

Una raccolta di testi di esercizi

a) Siano A = [~1,5[U[7,12] e B =] — 00, 3[U]6, 14[. Determinare gli insiemi:
AUB, AnB, A\B, B\A .
b) Siano A, B gli insiemi considerati in a) e sia C' = [3, 400[. Determinare gli insiemi:
(ANB)\NC, (AUB)\C, (A\B)nC, (A\B)UC, (A\B)U(C\A), (A\B)N(C\A4).
Siano A e B due insiemi. Provare che valgono le seguenti uguaglianze:
a) AUB =AU (B\ A); b) AU(B\ A)=BU(A\ B);
c) A\ B= A\ (AN B); d) AnB = A\ (4\ B).

Siano A, B e C tre insiemi. Esprimere (mediante le operazioni insiemistiche) ognuno dei seguenti insiemi
in almeno un modo diverso da quello dato:

(AuB)\C , (AnB)\C , (A\B)\C.
Giustificare le risposte fornite.

Siano A, B e C tre insiemi. Esprimere mediante le operazioni insiemistiche di unione, intersezione e
differenza i seguenti insiemi:

a) U'insieme degli elementi che appartengono ad uno solo dei tre insiemi A, B e C;

b) l'insieme degli elementi che appartengono esattamente a due dei tre insiemi.

a) Siano A, B e C tre insiemi. Provare che
AUBUC = AU(B\A)U|[C\ (AU B)]

(la precedente uguaglianza esprime 'unione A U B U C dei tre insiemi A, B e C' come unione di tre
insiemi a due a due disgiunti).
b) Enunciare e dimostrare un risultato analogo relativamente all’unione di n insiemi.

Risolvere le seguenti equazioni nell’incognita x:

a) 22(x +1) = z(z — 2); b) (322 —8x)? = 9;

c) Vo —22x —4 = 9; d) (2 — 1)(222 + 52 — 3)(222 — 3z + 5) = 0;
e) 4zt + 1122 — 3 = 0.

Risolvere le seguenti disequazioni nell’incognita x:

a) z+ 1 <z(x—2); b)%—j>2337§—5;

c) 42% — 28z + 49 < 0; d) (22 + 15)(222 + 132 — 7) < 0;
24z —12)(2? 12) > 0; [ 3—dz .

e) (z° +x —12)(z* + z +12) > 0; ) 5 20
(3 —4a)(a® —4)

(
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Risolvere i seguenti sistemi di disequazioni nell’incognita x:

(22 +3) <0

2+ 1
2 _ 4 < — >0 2
(a) {m 2\/5.13 4<0 ’ (b) 224+ 32z +4 : (c) z°4+11x+10>0
22 —5x—3>0 V3r+1>0 2m+11>

3z +31 —

Risolvere, al variare del parametro reale a, le seguenti equazioni nell’incognita x:
a) a®(x +1) = a(l — x); b) 2% + ax + 4 = 0;

) (a? —4)z?+ (a+ 1)z —1=0; d) (z — 5)(1“; :2;13: + 2a?)

= 0.

Risolvere, al variare del parametro reale a, le seguenti disequazioni nell’incognita x:
a) z2 + alzx + 1) < 0; b) ax(zx + 1) +1 > 0;
c) ar® + (2a — 1)x + a < 0; d) (a—1)z% —az +2 > 0.

Per quali valori del parametro k € R si ha che

a) almeno uno dei due numeri —3 e 1 & soluzione della disequazione nell’incognita x:
(*) ka3 —3k*r + k+1 <07

b) entrambi i numeri —3 e 1 sono soluzioni della (*)?

¢) uno solo dei due numeri —3 e 1 ¢ soluzione della (*)?

d) nessuno dei numeri —3 e 1 & soluzione della (*)?

Per quali valori del parametro k& € R si ha che:
a) almeno uno dei due numeri —2 e 3 ¢ soluzione del sistema di disequazioni nell’incognita x:

) k—1z* +2*+3>0
s
2k|lz* — 2|+ 2 <0
b) entrambi i numeri —1 e 2 sono soluzioni del sistema (s)?
¢) uno solo dei due numeri —1 e 2 & soluzione di (s)?
d) nessuno dei numeri —1 e 2 & soluzione di (s)?

Sia f : R — R la funzione definita nel modo seguente:
fl@)=|zx—1lz+ 42 -3 Vz eR.
Rappresentare su una retta cartesiana il segno di f(x) al variare di .

Dimostrare che i seguenti numeri reali sono irrazionali:

a) V6 | b)@, VI3 .

Per quali valori del parametro k£ € R la disequazione nell’incognita x
2?2 —4(k— 1)z + k(3Bk —4) <0

a) ammette soluzioni?

b) ammette soluzioni positive?

¢) ammette soluzioni, ed esse sono tutte positive?

d) ammette sia soluzioni positive che soluzioni negative?

Disegnare i grafici delle seguenti funzioni reali definite in tutto R:
H@)=le 1], falz)=—lz -1, fs(z)=3—|z—-1], fi(z)=[—|z—-1];
gi(x)=22x—-1, ga(x) =4-3z, g3(zr) =max{2x —1,4 -3z},
ga(x) = max{2zx — 1,4 — 32} — 5, g¢s5(x) = |max{2x — 1,4 — 3z} — 5],
P(@) =27, ha(a) =25 —4, hyle) = [2° — 4] .
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Per ognuna delle seguenti coppie f(z), g(z) di funzioni reali della variabile reale x disegnare entrambi i
grafici in uno stesso piano cartesiano:

2) f(£) =2, g(e) =57, b) f(x) =logy . g(s) = logs
Q) @) =la’, gx) = el , ) f(2) = %, (o) =

=
Disegnare i grafici delle seguenti funzioni reali di variabile reale:
1 1 1
a) Va7, b) Vad , ¢) Vab | d) 4m5,e)v5x6,f)\/5x4,g)5 , h) —, 1)

Va” Vb Vab

Risolvere, al variare del parametro reale k, le seguenti disequazioni:
8) g2hT 13 < Lo

()
k(x—1)—-1
N = > .
b) m2—3x+% = 0;

©) (t+k—2)(x—4) —

Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni:
a) |[dr + 1| + 2z — 3 < 0;
b) 5lx + 1] =3z +2 =0;
|22 + 2 — 2| — 2% + 3z > 1;
) |1 —5z|+x < |32 +2| + 1;
e) ||dx — 1| — 3| — 22+ 1 =0;
£) 5z — 2| — 3| > 22 — 1.

Siano A, B,C e D insiemi.
a) Che cosa vuol dire che la coppia ordinata (a,b) non appartiene a A x B?
b) Provare che
(Y)ACCeBCD=AxBCCxD.
¢) Provare che se nessuno degli insiemi A, B,C' e D & vuoto allora & vero pure il viceversa della (*).
d) Provare che valgono le uguaglianze:
) (AUC)x B=(Ax B)U(C x B), i) (ANC)x B=(Ax B)N(C x B),
iii) (A\C) x B=(Ax B)\ (C x B).
e) E vero che (ANC) x (BN D) = (A x B)N(C x D)?
f) E vero che (A\ C) x (B\ D) = (A x B)\ (C x D)?
g) A che cosa ¢ uguale I'insieme (AU C) x (BU D)?

Stabilire quali delle seguenti funzioni definte in Ny ed a valori in Ny sono iniettive:

_[(4—n sen<A4 9 7{511 sen € P

fl(n)i{n sen>4 '’ for)=n"+1, fs(n) = 4n sen€ D
_[bn sencP _In?-1 sen €D
f4(n)_{3n seneD fs(n)_{n2+6n+8 sen€ P

(P e D indicano, rispettivamente, I'insieme dei numeri naturali pari e quello dei numeri naturali dispari).
Giustificare le risposte date.

Sia QT l'insieme dei numeri razionali positivi. Decidere quali delle seguenti strutture sono gruppoidi,
quali semigruppi e quali gruppi:

(Q+a+) ) (QJr’_) ) (QJrv') ) (QJra:) .
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Siano (A, ) e (B,o) due gruppi. Definire un’operazione ¢ nell’insieme A x B in modo che (4 x B, )

risulti un gruppo.

a) Siano A e B due insiemi. Provare che vale 'uguaglianza:
(*) (AUB)\ (AN B) = (A\ B) U (B\ A).

(’insieme che figura al primo ed al secondo membro della (*) si chiama la differenza simmetrica dei

due insiemi A e B e si indica con il simbolo A A B).

b) Dimostrare che 'operazione A gode delle proprieta commutativa ed associativa:
i) AAB=BAA;
i) (AAB)AC=ANAN(BAC).

(Per dimostrare la ii) conviene provare dapprima l’equivalenza:

x appartiene ad uno solo dei tre insiemi A, B e C
x€(AAB)AC <& oppure

x appartiene ad ognuno dei tre insiemi A, B e C).

¢) Sia E un insieme. Verificare che la struttura (P(E), A) ¢ un gruppo (P(E) ¢ Vinsieme delle parti, o

famiglia dei sottoinsiemi, di E, cioé I'insieme che ha come elementi tutti i sottoinsiemi di E).

Provare per induzione che:
DY i?=inn+1)2n+1) YneN ;

2) b i = (X0, 4)° VneN ;
3)3" Lt >n24+5n VneN, n>5 .

Calcolare i seguenti logaritmi:

1
log152V3 , 108y 3V10, logis —= , loggs0,04 ,
12 290 £18 372 £625
1 1 1 24 log; 116
logas | = + , lo log,- lo 11 , lo .
g (2 <3—ﬂ 3+\/§>) 83,3 10827 108191 g;\//% 10g7\§§

Usando solo carta e penna, disporre in ordine crescente i seguenti dieci numeri reali:

v _ 4 7
L1 = log% v (_2)4 y T2 = 21 0.1 , X3 = 10g3i + logg% 9
24\ ° 2v/29
T4 = log\/5 log\/g (1 — 25) +28] , x5 = logs\/g\/g ,

9\ 23
Tg = (10g52)*1log54\/§ , 7 =22"01 go=— (3) 7

1 14
Ty = log7§ + 10g4964 , T10 = 10g210g33"12 .

Trovare il dominio di ognuna delle seguenti funzioni reali di variabile reale:

fla) = 202 — T + 2 (z) = 202 — T + 2
VT35 0 T T Asr=s

V7
ha)= ViE—l— 22— o k@)= (o4 -vVD)
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Sia A il sottoinsieme di R costituito da tutti i numeri reali del tipo p 4+ ¢v/2 con p,q € Q. Provare che
A ¢ un sottocampo di R.

Rappresentare su una retta cartesiana il segno delle seguenti funzioni reali di variabile reale:

fx) =15z —=3|+3z+7 , glx)=|2? —4| - |2 - Tz + 12| + 2z ,
3z + 1| — x

hz)=||z2 — 1| —z| — 3z — 2 =
(z) = ||z | — 2| — 3z , m(x) Bz 1]+ 2] +2

)

|4z -1 -2
T 9— g2

[(z)

Delle seguenti relazioni nell’insieme R dei numeri reali stabilire quali sono riflessive, quali simmetriche,
quali transitive, quali antisimmetriche e quali totali:
Rli{(.ﬁ,y)GRXRSIE*yEQ}, RQZ{(xay)GRXR:zyGQ}v
R;={(z,y) eRxR:2—yeN}, Ry={(z,y) eRxR:|z| = |y|},
Rs ={(z,y) e RxR:|z| <|y|}, Re ={(z,y) ERXxR:z >y}

Sia a un piano e siano r e O, rispettivamente, una retta ed un punto di «. Verificare che ognuna delle
relazioni Ry, ..., Rs5, di seguito specificate, & una relazione di equivalenza in a:

PR1Q < P=Q=0 oppure P#£0, Q#0 ed i segmenti OP e OQ sono congruenti;

PR>Q < P=Q oppure P#Q ed il segmento PQ & parallelo alla retta r;

PR3Q < P=Q oppure P#£Q ed il segmento PQ ¢ perpendicolare alla retta ;

PR4Q < P=Q=0 oppure P#0, Q#0 ed uno dei due segmenti OP e OQ & contenuto

nell’altro;
PR5Q < P=Q=0 oppure P#0, Q#0 ed i segmenti OP e OQ sono paralleli.
Dire inoltre, per ognuna delle relazioni R;, ¢ = 1,...,5, quali sono gli elementi dell’insieme quoziente

o/ g,. Giustificare le risposte date.
Nell’insieme R? si consideri la relazione < definita nel modo seguente:
(#,y) 2 (u,v) & r<uey<wv,

dove < ¢ 'ordinamento aritmetico in R.

a) Dimostrare che < ¢ una relazione d’ordinamento parziale.

b) Dire se < & totale. Giustificare la risposta.

c) Determinare, se esistono, 'estremo inferiore e I'estremo superiore dei seguenti sottoinsiemi di R2
precisando se si tratta di minimo e di massimo:

A= {(07 0), (07 1)7 (1’0)’ (1’ 1)} )
B = {(070)7 (01 1)7 (170)} , C= {(07 1)7 (1’0)} .

Si consideri I'insieme parzialmente ordinato (4, <), dove A = {3,5,10,15,60,90} e < & la seguente
relazione d’ordinamento parziale in A:
xRy < x e un divisore di y.

Trovare un sottoinsieme B di A in modo che:

a) B non sia limitato superiormente;

b) B sia limitato superiormente ma non abbia ’estremo superiore;

¢) B abbia lestremo superiore ma non il massimo;

d) B abbia il massimo.



36 Risolvere le seguenti equazioni nell’incognita z:
2

T 22—
a) logz(3x —7) = 2; b) 5" +25 1:%;
¢) logg(z(z — 3)) = log;(2z — 5); d) 1logs 2z = logs 30 + 2logy 2;
e) log1 |22 — |z| — 4] = 0; f) 470 4% = 16.
37 Risolvere le seguenti disequazioni nell’incognita x:
[3—ll| .
a) V3 > 3/3; b) logy (2% +x) > 1;
) 2z2 —4|z| .
c) <3> < g d) log, log% log, > 0;
Va+1 2 B
e) (3 “) 37 3% 37 f) logy (a® — 20 —2) < 0;
g) log, 2 +1 < 0; ) log_, (|| - ) > Z
T log;2 T 221
i)z > 1; ) x > 1.
38 Risolvere le seguenti disequazioni nell’incognita x:
a) 23 + 422 + 22 —1 < 0; b) 2% — 323 + 522 — 9x + 5 < 0;
c) 22% + 22+ 3x —2 >0, d) z* + 422 — 5 < 0.
39 Risolvere le seguenti disequazioni nell’incognita x:

a) 423 +192% + 150 — 5 < 0;
b) 22(3z + 1) < 4(1 — z);
)3;53+2+1S 6(3z+1) x(6zx+1)

— z+1 2—z L
’ 1 o9 32" —8r+1
z+3 1-z = 22 +2x —3°

40 Per ognuna delle funzioni f; : [-1,4+oo[— R, i = 1,...,4, di seguito specificate:

(@) x se x € [—1,0], @ 1—=z se x € [—1,1],
fl x) = f2 x) =
(%)£ SexE]O,—FOO[, log%m SG.%‘E]L-FOO[,
Jx se x € [—1,1], 2I+2 se x € [—1,1],
fa(z) =9 fa(z) =
= se x €]1,400], —z? se x €)1, +o0l,

a) disegnare il grafico della funzione f;;

b) stabilire se la funzione f; ¢ iniettiva e motivare la risposta data;

¢) qualora f; sia iniettiva, trovare il dominio, la legge ed il codominio della funzione inversa f;l e
disegnarne il grafico.

41 Per ognuna delle seguenti funzioni reali di variabile reale:
42 +5 , 4x® —5lz|+3 , 4a® —5xr+3 |

2" logy(1—5z) , 27

b

a) stabilire se la funzione data & iniettiva oppure no e motivare la risposta data;
b) se la funzione & iniettiva, trovare il dominio, la legge ed il codominio della funzione inversa.

6



Stabilire quali delle seguenti funzioni reali di variabile reale sono iniettive:

2 3
ha) = o Rl =5 o @)= g
2 3
faz) = (mj—Z) s fs(e) = (xj—Q)

Motivare le risposte date e, per ognuna delle funzioni f; che & iniettiva, trovare il dominio e la legge
della funzione inversa f;”

Risolvere le seguenti disequazioni nell’incognita x:
2) 10x(:c + 1) — 252+ 1
x? +4x + 11
b) 2v/5x* + 212% — 212 — 21/5 > 0;
c) 2z4 fllx +92%2 — 11z +2 < 0;
TV3,4 ., 9V3-28 3 28—-9v3 > 7V3-8
d) x 2\@96—&- 2\/§$+ 23 +2\[ —1>0.

Sia f:[—1,1] — R cosi definita:

<1

o) = {$3 se x € [—1,1]\{%} ,

- 1
2 sexr =35 .

a) Disegnare il grafico di f e dire se f ¢ monotona. Giustificare la risposta.
b) Provare che f & iniettiva e trovare il dominio e la legge di f~1.

Sia f : R — R cosi definita:
T sex €Q,

f(“ﬁv):{—x sereR\Q.

a) Provare che f ¢ iniettiva e che risulta f = f~1.
b) Dire se esistono intervalli I tali che f|; ¢ monotona. Giustificare la risposta.

Risolvere le seguenti equazioni e disequazioni irrazionali:

a)x =3+ Va2 —2z; b) Vz+vVr—1-Vz+1=0; ¢) Yo+ ]z =0;
d) V32 +zx—-2<4x+1; e)Vr—2—xz+4>0; fY3—ve+2>Vae+1.

Risolvere le seguenti disequazioni:

a) Vat+ a2 -2<z; b) Va2 + 8z >2x+1;
c) V62 +8x+3<x+2; d) vVbr2+4r—1<3zx-—1.

Risolvere le seguenti disequazioni:

V8?3 — 8r3 +1
a) ———— >\/2x b) ver t1 <V2r+3;
20+ 1 20 — 3

: 10 + 3z — 22
¢) Vo —1> Va2 -3x+2; d) tor o >o L
z—1 1/|£L"



49 Razionalizzare le disequazioni

V@) +Vgle) <h(z) V@) +Velr) = hz) .

50 Risolvere le seguenti disequazioni nell’incognita x :

1

1\ =2 713

a)logl(x6+x372)+log34>0; b) (5> >57

3
2 1

c) log, (1 —3z) — 21og2% >1; d) logi2 > logwi + 2log, x ;

V2

e) log . (2*(42® — 172+ 8)) < log . (172 —4) ;
1 1

f) 4x+1—logzx/x+2<5x3—log4(x+2);
g) aV2 < gVFVETE L ) log,log |2z —1| <2;
3

|27 — 1] — 3 oVAz=T _ 3. 3l
) ——————=>0; ) ——————— < 1;
log, (z+1)+3 9 — 3lzl+1
Vr+2
, 1\ VIt 1
m)V2¢ +1— Y47 —1>0; n) <2) SZ;
z2+% x+%

o) log,(z+3) +1log (1-5z)<1; p)log,  « >log, |
2

51 Sia f : R — R la funzione definita nel modo seguente:
—x se x € | — oo, —1]
—(z+1 sex e |—1,0
rwy 4 @+ D) 1,0

(;)$ se x € [0, 4o00[

a) Disegnare il grafico di f e dire se f & monotona in R, giustificando la risposta.
b) Provare che f ¢ iniettiva e trovare il dominio di f~!.

c) Trovare la legge di f~1.
d) Disegnare il grafico di f~!.

52 Sia f : R — R la funzione definita nel modo seguente:
—47 sex €]—o00,]1]
0g, se x € [1,+00]

a) Disegnare il grafico di f .
b) Dire se f & monotona in R. Giustificare la risposta.
¢) Provare che f ¢ iniettiva.
d) Trovare il dominio e la legge della funzione inversa.

e) Disegnare il grafico della funzione inversa.
(Compito Scienze biologiche 3-2-1995 B).

53 Trovare i domini delle seguenti funzioni reali della variabile reale x:
42 —1 log(3 — /1 — 2x)

, ) V/1—logg(z+5)— (z+3)77,

a)

—log(z+5), b)

3r—1 v+ 2

VT2 — 4% — 2% 2x —
d)7—, e) \/loggx—Qlong—S, f) log v=3 + V2z+1.

T+ 4 4r —5
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Risolvere il sistema di disequazioni
1 x—T7
() > 4v2
2
log4(10x — 3) > 3
Vile —28 <=z

(Compito Scienze biologiche 2-2-2000).

Provare che i seguenti sottoinsiemi dell’insieme R, dotato dell’ordinamento aritmetico, sono tutti li-
mitati e trovare, per ognuno di essi, I'estremo superiore e ’estremo inferiore, precisando se si tratta,
rispettivamente, di massimo e di minimo. Giustificare le risposte date.

A:{HLH:nEN}; B =]0,1{U{2,4};

C ={rv3 :r€0,2[NQ}; D:{x%“:xER};

E={zeR:ax=+41,C103Cs... ed esattamente quattro delle cifre C; sono diverse da zero} .

Sia X un sottoinsieme non vuoto di R tale che
maxX =4 , infX = —% , X non ha minimo .

Trovare l'estremo superiore e l'estremo inferiore dell’insieme ¥ = {—3z + 2 : x € X} e decidere se si
tratta, rispettivamente, di massimo e di minimo.

Per ognuno dei seguenti sottoinsiemi di R stabilire se si tratta di un insieme limitato superiormente
[inferiormente] oppure no e, in caso affermativo, trovare I’estremo superiore [inferiore], precisando se si
tratta di massimo [minimo]. Giustificare le risposte date.

A={zeR:z=-0,C:C2C5... e ognuna delle cifre C; puod assumere soltanto i valori 0 e 3}.
Alz{m;y:amyeA}; A=A N (R\Q);
B:{ﬁﬁrl:neN}; C={ﬁ:—2§x<—1};
D:{(—l)”n%_l:neN}; E={2’—-2z:1<z<2};
F:{ﬁer:x,ye]foo,fl[}; G:{log%nilanN};
H:{e*ﬁ:xeR}; I:{e*xsszR};

L= {%rn n € N} , dove 1, e il resto della divisione n : 5.

Sia A, B due sottoinsiemi non vuoti di R esia A+ B={a+0b: a € A,b € B}. Provare che:

1) A+ B ¢ limitato superiormente se e soltanto se entrambi gli insiemi A e B sono limitati superiormente.
2) A+ B ¢ dotato di massimo se e soltanto se entrambi gli insiemi A e B sono dotati di massimo.

3) se A e B sono limitati superiormente, allora sup(A + B) =sup A +sup B.

Siano A, B due sottoinsiemi non vuoti di R, con A, B C [0,400[, e sia AB = {ab : a € A,b € B}.
Provare che:

1) se entrambi gli insiemi A e B sono limitati superiormente, allora anche AB ¢ limitato superiormente,
ma il viceversa non & vero.

2) se A e B sono limitati superiormente, allora sup(AB) =sup A -sup B.

Trovare I'interno, la frontiera ed il derivato di ognuno dei seguenti sottoinsiemi di R:

By =10,1[U([2,3[NQ) ; By = (] — 00, —V2[\Z) U ([V2, +20[\Q);
Eg:{l,%,%,...}; E4:{m+%:m€Z,n€N}.

Sia, F un sottoinsieme di R. Dimostrare che:
i) OF\ E CDFE;

ii) DE\ E C OF;

iii) FU (OF) = EU(DE).



62 Sia X un sottoinsieme non vuoto di R limitato superiormente e sia . = sup X. Provare che:
a) L € 0X;
b) se l'insieme X non ha il massimo, allora L € DX .

(e}

o o ——
63 Siano F, F' C R. Provare che EUF C (E U F'), ma che, in generale, non si ha 1'uguaglianza.

64 Verificare, in base alla definizione di limite di una successione, che risulta:
2" —1
a) lim =1; b) hm(\/n—|— —v/n)=0;
noo 20 4 1 +1
1 2—logs(n=+2)
¢) lim log1 (n? —2n+3) = —oc0 ; d) lim () =400 .
n—oo n—oo \ 2
65 Siano {ay}, {b,} due successioni e sia {c,} la successione definita nel modo seguente:

co=a1,ca=bi,c3=az,ca=ba,c5=az,c6="bs, ...
a) Provare che condizione sufficiente affinché la successione {c,} sia convergente & che le successioni
{a,} e {b,} siano entrambe convergenti ed abbiano lo stesso limite.
b) Stabilire se la precedente condizione ¢ anche necessaria. Giustificare la risposta data.
¢) Risolvere i precedenti quesiti a) e b) per ognuna delle due successioni {d,,} e {e,} di seguito definite:

di=a1,dy=by,dz=asz,ds=bsy,ds =as,ds =bs, ... ,

_ _ a1+2b _ __ as+2b _ __ a3+2b:
e1=a1, ea =57 eg=ag, e = FF72  e5 =az, e = g, L.

66 a) Trovare il limite della successione {[7;—””]} (x € R).

b) Provare che una successione {z,} converge ad un numero z e z ¢ un maggiorante di {z,}, allora
T = SUp,en Tn-

c) Trovare 'estremo superiore della successione {["—nz] }

d) Provare che = min, ey ["—f
67 Calcolare i limiti delle seguenti successioni:
5 n? —senn
2 (Yn¥d-ym) . b) {(VarZ-va)vaTl) . o {M}
1 3
o @y oty o (TR A
n! n

- k . n3 + n? n 1
m) {((L/Zl—l)n} (a>0) , n) {coswx 2"} reR) , o) {Qn} :

(n+1)?
){nQZ"} ){n —|—2" VndP+2—n2+1
R TI 3”+n3 ’ ST+ 2— Vi3 +1
68 Trovare, al variare del parametro A € R, l'estremo inferiore e I'estremo superiore (finiti o no) degli
insiemi numerici N
Xy = {enfT :neN} | Yy = (A" :neN} .

10
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70

71

72

73

74

75

Sia {a,} una successione di numeri reali sulla quale si hanno le seguenti informazioni:
1) la successione {a,} & convergente;

2) sup,cn an = 5;

3) a, <5 VneN.

Qual ¢ il limite della successione {a,}? Giustificare la risposta data.

Siano: 0 € R, n € N, n > 2.
Dimostrare che le n radici n-me del numero complesso z = cos — i sen 6 sono:

cos L2km _ jgen 02k -0 1,....,n—1.
n n

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni:

V2
2) Botr—a? 7 b) 23+ e” ’ o) T 7 a) 2?2 — sen’x ’
a2 +e® log x 22 + cos? x
e) arcsen — 1 ) f) warctg®z , g) logs(1+tg2x) ) h) 2%e"senz ,
x
200m 2 2
. 2 3 4 T x 3 x°sen“x + cos”
2 1 t 1
i) ax“sen’x cos” 2z , ) 21 8 , m) log 2 T oolg’s

Siano f,g : I — R due funzioni reali definite nell’intervallo I e sia zy un punto di I.

Provare o smentire le seguenti affermazioni:

a) se la funzione somma f + g & derivabile nel punto z, allora almeno una delle due funzioni f e g &
derivabile in x;

b) se la funzione somma f + g ¢ derivabile nel punto g ed almeno una delle due funzioni f e g &
derivabile in zq, allora anche I'altra funzione ¢ derivabile in zq;

¢) se la funzione prodotto fg ¢ derivabile nel punto zy ed almeno una delle due funzioni f e g & derivabile
in xg, allora anche ’altra funzione & derivabile in xg.

Calcolare le seguenti derivate (si tenga presente che, come ¢ d’uso, I'espressione ab’ significa a(bc)):
a) Dz” , b) D (x")" , ¢) D(logxz)&” , d) D™ ,
e) D™ ., f) D(:cﬂ) , g Dz

Siano f,g,h : I — R tre funzioni reali definite nell’intervallo I e sia xg un punto di I. Siano inoltre
verificate le seguenti ipotesi: (i) f(z) < g(z) < h(z) Vo € I; (ii) f(xo) = h(xo); (iii) le funzioni f e h
sono derivabili nel punto zg.

a) Dimostrare che, se il punto xy & interno all’intervallo I, allora anche la funzione g & derivabile nel
punto xg e risulta: (x) f'(zo) = ¢'(xo) = h'(x0).

b) Mostrare con opportuni esempi che, se g € un estremo di I, le precedenti ipotesi (i) - (iii) non sono
sufficienti ad assicurare né la derivabilita di g in 2y né, ammettendo per ipotesi ’esistenza della derivata
g'(z0), la validita dell’'uguaglianza (*).

Calcolare la derivata delle seguenti funzioni, precisando I'insieme di validita del risultato ottenuto:

senx + cosx sen log x + coslog x

a) ———— D)

Sen T — cos T Sen T — cos T sen logx — coslog x
4
d) senz? + cos v ) senzx + cosx £ senx + cosx
o/ R e o/ /e
senz? — cos zt ’ SenT — cosT ’ senx — cosx

11
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77

78

79

80

81

Sia f : I — R una funzione reale definita nell’intervallo I, continua nel punto xg € I. Provare o smentire
le seguenti affermazioni:

a) f derivabile in xy = |f| derivabile in xo;

b) | f| derivabile in zy = f derivabile in xg;

c) xo € 10', | f| derivabile in zy == f derivabile in xg.

Calcolare, se esiste, la somma delle seguenti serie numeriche:

S 00 1 s )
_2 3—n
Y ;3< ) P ; @n—1)(2n+1) © ; @n-D@En+l)
00 1 1 o 1 o s+l 15
— f log =— %
nzz:l 471-3)(47],4—1) 3n+2:| ) e) ,,;5 |:5n ) ) nz::l 0og sl 4 1 )

+ -
HMS P

57l 4+ 5 a2
Z[lg5n+1+1+(5> } ’ (2n —1)? 2n+1)2

Sia {a,} una successione non crescente di numeri non negativi. Dimostrare che le due serie
a1+a2+...+an+... s a1+a3—|—...—|—a2n_1—|—...

hanno lo stesso carattere. Provare inoltre, con un esempio, che 'ipotesi “{a,, } non crescente” & essenziale.

Studiare il carattere delle seguenti serie, al variare di « in R:

0 00 e
S o S o St 0
n=1

n=1 n=1

Sia >~°7 ; ay, una serie a termini positivi.
Dimostrare che la condizione:

(+) 3 lim 2 = geo,1]

n—oo (O

\ . . o0 N .
¢ sufficiente per la convergenza della serie Y | a,, ma non & necessaria.
Confrontare poi la condizione (*) con 'altra condizione sufficiente:

(o) 3 lim 2L = xeo,1]

n—oo (U

che si deduce dal criterio del rapporto.

Siano {A,}, {Bn} € {Cy}, nell’'ordine, le successioni delle somme parziali delle seguenti tre serie nume-
riche:

1 1 1 1 1 1

l1+-—4+-4+—-—+... l—=+4+—-——-—4+...
a) +2+3+4+ s b) 2+3 4+ s
1 1 1 1 1 1
C) 1_1+§_§+§_§+1_1+”

Studiare, al variare di = in R, il carattere delle tre serie:

Z Apz” , 08) Z B,z" , v) Z Cpa™
n=1 n=1 n=1

12
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37

38

39

43

70

76)

Soluzioni di alcuni esercizi

a) ¥ b)  y/logs §; ¢) 52

d) 182, o) £1Y13 | 4 1+val, f) —2.
a)}_007_137[U]_%)%[U]1§7’+00[7 b)]—OO,—Q[U]l,—‘rOO[;

c) ] — 00, —(2+V5)| U2+ V5, +oo[;
d)]lv\/i[; e) ] —1,+oo[; £) ] — o0, =1[U]3, +oo[;
g) [3,1[; h) | — oo, —1[; i) 10, +oo[\{1};

1) (J0, +oo[\{1}) U{-V2k : k € N}.

) ] = o0, =Y U [1, 3=, b) {1} ) I3 ool

d) [-1,1].

a) ] — oo, — S| U [=E5YE 1), b) | — o0, 5[; c) [—¥BAE5 [ [VBL5 g,

d) | — o0, —=3[U[2, +o0]

a) | — oo, —3]U[-2,1]; b) ] — 00, —2v/5[U] — 1, —52=[U]1, +ool; ¢) [P=y2L oy,

La forma trigonometrica del numero complesso z = cos — isen & z = cos(—0) + isen (—0), pertanto

I'insieme delle n radici n-me di z & {cos% —Q—isen% :h=0,1,...,n— 1} 0, cio che ¢ lo
stesso,
(%) {cos_gtfh”—i—isen% :h:1,27...,n} .
Proveremo che l'insieme (*) & contenuto in
(k) {cos 9+Zk”—isen 9+72Lk” : k:0,17...,n—1} ;

in questo modo, dato che il precedente insieme (**) ha al piti n elementi, saremo sicuri che esso ¢ uguale
all’insieme delle n radici n-me di z ed avremo quindi dimostrato I’enunciato dell’esercizio.

Proviamo linclusione insiemistica: per ogni h € {1,2,...,n}, si ha che l'intero n — k appartiene a
{0,1,...,n — 1} e risulta

cos —04+2hm +7;S€1’1 —0+2hm = cos 0—2hm isen 0—2hm _
n n n n

2 — .
w_men

= COS(%—I—ZTI‘)—Z'SQH (%—‘,—27‘(’) = cos W

a) Falso. Controesempio: I =R, f(z) =2 Vz € R, o = 0.

13
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79)

se x € [0, +o0[NQ,
se z € [0, +o00[\Q,
¢) Vero. Indichiamo con A la derivata D [|f(z)|],_,,, che esiste per ipotesi. Se f(zg) > 0 [risp. f(z0) <
0], per il teorema della permanenza del segno esiste U € U(xp) tale che f(x) = |f(x)| [risp. f(z) =
—|f(x)|] per ogni € U N I; pertanto, per il teorema sui limiti delle restrizioni larghe, la derivata f'(x¢)
esiste ed & uguale a A [risp. —A]. Se f(zg) = 0, allora 2y & un punto di minimo assoluto per la funzione
| f(z)|, pertanto, per il teorema di Férmat, si ha A = 0, cioe limy_, 4, @I — e quindi, per il teorema

r—xo
sul limite del prodotto di una funzione limitata per una infinitesima, si ha pure

b) Falso. Controesempio: I = [0, +o0[, f(x) = {xx xo = 0.

L@ T @) T@) @]
z—z0 T — I T—T0 T — I z—zo | f(2)| «—x0

a) —1; b) 3 ©) 15;

d) o; e) 400; f) log &;

g) non esiste; h) &.

a) converge assolutamente per |z| < 1; converge, non assolutamente, per x = —1; diverge a +0o per

x > 1; e oscillante per x < —1;

b) converge assolutamente per |z| < 1; diverge a +oco per |z| > 1;

¢) converge assolutamente per x < 0; diverge a +oo per x > 0;

d) converge assolutamente per x € [—1,1[; diverge a +o00 per x € R\ [-1,1].
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