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CAPITOLOC XITI

BINAMICA DEI SISTEMI OLCNOMI DI CORPI RIGIDI

§ 1. EQUAZIONI DI LAGRANGE E DI HAMILTON

! REAZIONI VINCOLARI
In Meccanica si ammette il postulato

Assioma 1 _ Ogni vincolo cui e’ soggetto un sistema ma—
teriale e’ sostituibile, senza alterare lo stato di quiete o
di moto, con un sistema di forze. '

L’ assioma precedente trae origine dal fatto che,essendo
solo le forze le cause capaci di determinare 0 modificare lo
stato di quiete o di moto, i vincoli - dovendo modificare il
moto del sistema ogni qualvolta questo tenti di violarli -
S0no0 meccanicamente equivalenti a delle forze. Cosi’, ad e-
sempio, in meccanica terrestre un punto soggetto solo al pro
prio peso p, poggiato su un pianO‘orizzontale, e’ in equi-
librio in una qualsiasi posizione. Immaginando di togliere
il piano, se si vuole che il punto rimanga in equilibrio nel
la stessa bosizione, occorrera’ applicargli la forza -p. Cio
mostra che 1’azione del vincolo sul punto e’equivalente al-
la forza -p ¢ che il vincolo puo’ essere sostituito da es
sa.

Definizione 1 — Diconsi reazioni vincolari esplicabili
da un vincolo, le forze sostituitbili ad esso, Tutte le ql.-
tre forze, effettive o apparenti, diconsi attive,

A differenza dalle forze attive, per le reazioni vinco-
lari non e’ Possibile specificare la relativa legge di di-
bPendenza. Cio' e’ broprio insito nella natura dello schema
che si adotta Quando si ammette i] bpostulato 1. Infatti, in




tale schema, sostituendosi al vincolo le reazioni vincolari
si rinuncia a studiare il comportamento molecolare locale dei
dispositivi che realizzano i vincoli ed a cui son dovute le
reazioni vincolari.

2 PROBLEMA FONDAMENTALE DELLA DINAKICA TL1 SISTEY OLONINI
NI COLFI LIGIDI

L”assioma 1 - detto anche postulato delle reazioni vinco--
leuri - afferma, in sostanza. che un sistema vincolato si com—
porta come se fosse libero ma soppetto. oltre che alle forze
uttive, anche alle reuzioni vincolari. Pertanto. se S e’ un
sistema olonomo di v corpi rigidi in moto in uno spazio & |
imponendo a ciascuno dei corpri rigidi 8; costituenti §. le
€quazioni cardinali nella fornma [(3);IX] e distinguendo le for
Ze esterne in forze attive € reazioni vincolari. si hanno 1le
2V equazioni vettoriali

R el B
(1) (i1=1.2 V)
R A
con ﬁSM), ﬁ:a), ﬂ:v) ed MIM), M:a)_ M:U) risultanti e mo -
merti risultanti, rispetto ad un polo arbitrario Ci rispet-
tivarente della sollecitazione Zim delle forze d'inerzia.del
la sollecitazione Z{a) delle forze attive e della sollecita-
il o va) delle reazioni vincolari agenti su Si La solle-
citazione Z:v) €' costituita brecisamente, dalle azioni di con

tatto (sforzi) esplicati su Si dai solidi di € e dagli osta
coli che nell”istante considerato sono in contatto con Si

Ci si deve ora chiedere se le 2y equazioni vettoriali
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(1) consentono di risolvere il problema fondamentale della
dinamica dei sistemi olonomi di corpi rigidi cice se asse
issegnato il sistema delle forze attive consentono di deter
minare come variano nel tempo i parametri che individuano la
posizione di S (coordinate lagrangiane) A tale riguardo va

osservato che le (1) -~ contenendo il risultante ed il momen
to risultante delle reazioni vincolari agenti sui corpi «co
stituenti S non rappresentano alcuna restrizione per il
moto fino a che non si hanno delle limitazioni per le

reazioni che i vincoli possono effettivamente esplicare In-
fatti senza tali limitazioni, le (l) Si possono sempre sod -

disfare assumendo le incognite reazioni vincolari in modo
(m) (a) (v) (m) (a)
che sia Rfv)4 - Rim - ni , Mi s Mi - Mi v i Per de

terminare le equazioni che reggono il moto di S in éj; oc -
corre. rertanto anzitutto determinare quali limitazioni esi
stono per le reazioni che ogni dato vincolo puo’ effettiva
mente esplicare.e ricavare poi, tante equazioni scalari pu -
re (cioe prive delle incognite reazioni vincolari) nelle
coordinate lagrangiane, quant e 1l grado di liberta di §

S OISTENI A VINCOLI FRIVI DI ATTRITO

Le reazioni vincolari come gia osservato. sono costi -
tuite dalle azioni di ¢ontatto che i corpi ai S risentono
da parte degli altri corpi di & stesso e da rarte dei solil .
[1 (ostacoll) con cui si costituiscono L vincoli Pertanto per
poter stabilire delle limitazioni per le reazioni vincolari
25plicabili dai vincoli conviene cominciare col caracteriz
~are la reazione esplicabile da una superficie su un cunto
natoriale poggiato su di essa Rimandando al seguito il caso
deil vincoli scabri qui e fino ad avviso contrario conside
rerero il caso dei vincoli privi d'attrito (o lisci)

L esperienza dimostra che quanto piu sono levigate le
superfici a contatto tanto piu avviene che un punto P so0yg

vetto ad una forza attiva F e poppiato (velocita iriziale
nulla) su una surerficie o resta in equilitrio su .. solo e ¥ o nor
L4 e rivolta verso 1 interno di questa [ndicata con @ L rewzio

I



ca
—
&)

ne vincolare e dovendo -- rer le equazioni cardinali della sta-
tica {(7) 1Xx} - essere F « ® = 0 si ha che cuanto piu’ levi-
gate sono le superfici a contatte tanto piu avviene che le rea
zioni vincolari esplicabili da 2 son tutte e sole quelle nor-
mali a 2 e rivolte verso l'esterno Partendo da tali risvlta-
ti sperimentali. nello schema idzale di surerfici perfettamen-—
te levigate, si pone

Defivizicue 2 - Una superficie d’'appogpio dicesi liscia o
privae d’attrito se., sia in conaizione di quiete che di moto
relativo, e’ capace d’esplicare tutte e sole le reuzioni vinco
lart ad essu normali e rivolte wverso |l esterno.

Quando le surerfici che limitano i corri costituenti il si
stema e gli ostacoli sono prive d’attrito. si dice che il si-
stema e’ a vincoli privi d'attrito (o lisci). Tenendo ¢ on to
che per ciascun solido S0no ostacoli anche gli altri corpi del
sistema ed applicando il Principio d’azione e reazione agli e—
lementi dei corpi di S che vengono a contatto per la defini-
Zione 2, si pone

Lefivizione 2 _ Un sistema S di solidi vincoluti, dicesi
4 vincolti privi c'attrito se. sia in conuizione di yuiete che
di moto relativo, nei punti di contatto tra un solido £ di s
conun ostacolo esterno. lu reazione vincolare e’ normale al

contorno dell ‘ostacolo e rivolta verso l’interno di 5, e se

net punti di contatto trau due solidi di S, le mutue reauzioni
vincolari sono opposte. hunno lu direzione della normale comup-—
ne nel punto di contatto e sono rivolte verso l'interno d el
COrpo su cui augiscono.

Nei prossimi numeri almeno. per i sistemi a vincoli bilate
rali. vedremo come. nel caso dei vincoli lisci si possa Dérve

nire a tante equazioni indipendenti pure quant’e’ il grado di
libertar

4o LOUAZIONE DI D ALFMBFRT E LAGEANGE

Indicato rispettivamente con 5Lgm) ﬁLfa) e 5Lfv) il la-

voro virtuale del sistema delle forze d inerzia delle forze
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attive e delle reazioni "vincolari agenti su Si , Der
la {(12), x1}, si ha

@ o e s - R ™ 1 )50 (W L u? A,

- con 0,€8;, e 60, e ¥; vettori caratteristici di 6Si

rispetto ad 0, - onde, per le,(l), segue

(3) 5L(“)+'8LEG)+ éLf")= 0 (i=1,2,...,v).

1

Sommando membro a’'membro, si ha

(m) (a) (v)
(4) 5L + AL + 8L =0

(m), SL (a) BL(v)rappresentano i lavori virtuali cop—

piuti nello spostamento 5SS rispettivamente dal sistema delle
forze d’inerzia agenti su S e dal sistema delle forze atti-
ve e vincolari agenti su S ed esterne rispetto a ciascun so-—
lido di S.

La (4) e’ 1’equazione di d’Alembert e Lagrunge associa-—
ta agli spostamenti virtuali di S.

ove OL

(&5}

UNA PROPRIETA’ DEL LAVORO VIRTUALE DELLE REAZICNI VINCCLA
RI NEI SISTEMI PRIVI D’ATTRITO -

[roprieta® ! - Il lavoro virtuale delle reazioni vincola
ri agenti su un sistema di solidi a vincoli olonomi e privi
d’attrito verifica, per ogni spostumento virtuale, lu dise-
suagliunza

(5) 557" 2
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€. in particolare, ¢° nullo per ogni Spostamento reversibile.

I1 lavoro virtuale totale, e costituito dal lavoro delie

‘reazioni vincolari dovute al contatto di S con ostacoli e -

sterni e dal lavoro delle mutue reazioni vincolari esplicante
si nel contatto fra i corpi di s,

Nel primo caso, sia P un punto di contatto di un solido
; di S con un ostacolo esterno ¢ di contorno 0. Poiche

ai fini del calcolo del lavoro virtuale, per 1g definizione
di spostamento virtuale, § va considerato fisso nella posi

Zione occupata all’ istante ¢ lo spostamento 6P di p affin
che Si non penetri in § - deve formare un angolo non ot .

tuso con 1la normale a o in P rivolta verso Si (fig. 31) Pertap

to, essendo i vincoli
privi d attrito,anche
1 angolo che 1la rea -
zione vincolare ¢ €~

sercitata da g for.-
ma con OP e’non otty.
S0. onde ¢’v5P Z 0.
Nel caso del 1a-
VOoro virtuale delle
mutue reazioni vinco -
lari esplicantesi nel
contatto tra due cor-
P1 S; ed S; di S. os
serviamo che tali reazioni. in assenza d’attrito, cbstituiscg
no un sistema equivalente a zero e Pertanto compione lavoro
nullo in ogni SPostamento virtuale rigido del sistema pargzia

le ;U 8, Ora. dette C; e C; le posizioni occupate da

. ed § all istante t e c, . C; duelle occupate per ef.

fig. 31

k)
fetto di uno spostamento virtuale 68, lo spostamento di
g, U Sj dalla posizione C, LJYCJ alla posizione ci lJ c
S1i puo’ Sesmpre- scomporre 1in dno Spostamento rigido intermedio
di Silj S che porti C, in ¢! ed in uno spostamento del

solo corpo S . dalla posizione intermedia a c: Pertanto 11

lavoro virtuale delle mutue reazioni vincolari esplicantisi tra

S, ed 5, essendo nullo nello Srostamento intermedio e non
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negativo nel successivo (giacche’ in questo Si si comporta

come un corpo fisso esterno) - e’ non negative. La (5) e’ co-
si’ dimostrata. Se lo spostamento 6S e’ reversibile,applicag

(v)>

(v)
co la (8) a 65 ed a -88, si ha 6L > 0, -6L: "> 0 on-

5L(u)= 0 e la proprieta’ e’ completamente dimostrata.

de
La (5) e’. caratteristica degli spostamenti virtuali Si
verifica subito, infatti, che. nel caso dei vincoli dipenden

ti dal tempo., non e’ verificata per ogni Spostamento possibi

le. Ad esempio, nel caso illustrato dalla figura 24 (VI, n.4),

se P e’ vincolato a non attraversare O ed a restare nel-
la rarte in cui si trova P'", il lavoro compiuto dalla rea—
zione vincolare @ che O esercita su P, in corrisponden-
za dello spostamento possibile PP" e’ negativo giacche’ @ e’
normale a 0 in P ed e’ rivolta verso la parte in cui P
puo” muoversi.

5. RELAZIONE SIMEOLICA DELLA DINAMICA

Proprieta’ 2 — Lurante il moto di un sistema ui solidi a
vincoli olonomi e privi d’attrito, al generico istante t e
per ogni spostamento virtuale &8 eseguito a partire dalla
posizione di S in tale Lstante, deve essere soddisfatta la
relazione

(8) s "y sl ey

La (13), prende il nome di relazione simbolica della [
namica o di d’Alembert e Laprange ed e’ un’ immediata conse—
guenza delle (4)—(5)ﬁ In particolare essa, per ogni sposta-
mento reversibile 68, si riduce all’ equazione simbolica uel
la Linamica

| (
(%) S R Ll

g iacche’, applicando la (5) a 68 ed a -68, si ha simulta-

e TR0 A e S e S A 3 SBA LA 0
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(m) (a) (m) (a)
neamente OL + AL < 0. 6L + AL > 0, onde 1l'asserto

Naturalmente se i vincoli sono bilateruli lu (8) si riduce
alla (7) ad ogni istante e per opni spostumento virtuule.

La relazione simbolica della Dinarica trae la sua fonda-
mentale importanza dal fatto che essa e’ una relazione pura
capace di fornire tante relazioni indipendenti pure aranti
sono i gradi di liberta’ di S. Infatti, rer 1’arbitrarieta
di &S, essa equivale a tante relazioni scalari pure indi -

pendenti quanti sono gli spostamenti indipendenti di &.

In particolare. se S e° a vincoli bilaterali, la (O)
fornisce - come vedremo - le equazioni che reggono il mo to
di S.

7. COMFONENTI LAGLANGIANE DEL SISTEMA DELLE FORZE D INERZIA

Per 1a [vI.(10)]). si ha

Vv A n o
(m) aP
s 3 0L, == 2 |p. a-6PdC.=— 5 % 6q, |p.a- — dcC. .
i=1 1=1 L L 1=1 h=1 v dqh t
. ' c
13 1

con p, e Ci rispettivamente densita’ e campo occupato dasi

Le componenti lagrangiane del sistema delle forze d inerzia
sono rertanto date da

_ v
(8) T, = — 2 P a

¢ come ora vedremo si possono esprimere tramite le deriva
te delle e mergia cinetica, T nfatti dalla (45

del capitolo precedente segue



aT ¥ ov T ¥ oP
TRy T pi Y © — dCi , — = Z p. Vv dcC.
ga, i=1 aqh h i=1 aqh i
c C.
i i
onde
d ar L oP oT
T Z P Bt = A0 e
dt C’qh 1=1 dqh aqh
()

e pertanto

(9) T, =- <i s i)

8. LQUAZIONI DI LAéRANéE E LORO CARATTERE DETERMINISTA..

Come gia’ accennato al n.6, proveremo ora che la relazig
ne simbolica della dinamica fornisce le equazioni del moto

di un sistema di solidi a vincoli olonomi lisci e bilaterali.

Essendo i vincoli bilaterali, 1la (3) e’ sostituibile con
la (7) " che si puo’ scrivere

n
(10) h§1 (Th + Qh) 6(1;, =0,
con T, e Qh componenti lagrangiane del sistema delle forze d' inerzia ¢

delle forze attive, esterne rispetto a ciascun solido. D' altra parte,
broprio per la bilateralita’ dei vincoli., mancano le limita—

zioni {(12),vI} per 1e 6a, e, pertanto, la (10) - dovendo
sussistere per una scelta arbitraria delle quantita’ infini-
Sesime ﬁqh e eyquivalente alle n equazioni

(11) o+ Q = 0 (B B B mYe

-
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cioe’ ., per le (9), alle
(12) = TR T Q, (h=1,2,...,n).

Le (12) costituiscono le celebri €quazioni di Lagrange
(nella seconda forma) e, come ora mostreremo, hanno 1la effeg

tiva capacita’ qi Teggere il moto di un sistema di solidi a
vincoli olonomi, lisci e bilaterali.

L’ energia cinetica dipende dal tempo sia esplicitamen-
te che attraverso le q e 1le q4. onde nelle (12) e’

d 6] g o o
— = S— —— —
a9t kta \3q, M T G

€, Dertanto, esse si Dossono scrivere

no. 3% ar 3%t LR :
(13) 2 4y == = pt - . 2 — (h=1....,n),
k=1 aqhqu da, atdqh k=1 dq,0q,

ove le Qh, e gli altri termini che compaiono a secondo mem-

bro, dipendono solo dalle q, qaet. Le equazioni di Lagrange
costituiscono pertanto un sistema di n equazioni differenzia

li pure. del 22 ordine, nelle n funzioni incognite qh(t) Es-
sendo poi

3%

14 —
() 9q,9q,

Brp s det”ahk” A0 ;

il sistema (13) e’ risolubile rispetto alle derivate di ordi-
ne massimo dq, ., cioe’, e’ riducibile ad un sistema di forma
normale di p equazioni differenzialj bure. del second ordine
del tipo

q,(t) = F (a/a/t) (h=1. 2 )
h h



il quale, a sua volta, e’ equivalente al sistema di 2n equa-
zioni differenziali (del prim’ordine e di forma normale)

N—

< 4o
-

—~

ct+

~
1

ISy
-

F,(a/8/t)

—
Dee
-
—~
ot
o
|

nelle 2n funzioni incognite Eh(t), qh(t)= Pertanto, sotto con

dizioni molto larghe, il teorema di esistenza ed unicita’ per

i sistemi di equazioni differenziali (del prim’ ordine e di
forma normale), prova che

Froprieta’ 3 _ Le eyuazioni di Lagrange ammettono infint
ti tntegrali, dipendenti complessivamente da 2n costanti ar—
bitrarie, tra i quali ne esiste sempre uno ed uno solo che
verifichi le condizioni iniziali

)

(o) (o)
qh(to)‘qh ’ qh(to)=qh (h=17273:~:[1) ,

con qgo)e &go) costantti arbitrarie.

Alla proprieta’ 3 corrisponde la seguente interpretazio—
ne dinamica

Proprietuw’ 4 _ Un sistema di solidi e vincoli olonomi b1
luterali e privi d’attrito - sotto l’azione di un assepnato
sistema di forze attive. esterne rispetto a ciascun solido -

p \ 2n ; ; . . . . : .
puo’ compiere moti distinti, ciascuno dei quali risul-
tu determinato assegnando la posizione e | utto di moto ini-
rtaly,

Risulta cosi’ provata la effettiva capacita’ delle equa-—
zioni di Lagrange di reggere il moto di un sistema di solidi
2 vincoli olonomi bilaterali e privi d’attrito. Naturalmen -
te restano le difficolta’ dell’ integrazione di tali eduazio
ni integrazione che, in generale. non si sa eseguire con so
le operazioni in termini finiti e con quadrature.. Una notevd
le semplificazione si ottiene ogni qualvolta sussistono inte
crali primi e funzioni f delle q, q e t che siano




