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e queqte sono le equa21on1 che ana lltlcamente tr%ducono il v1ncolo per o

13 Sfera sul” tavolo puo "solo” rotolare senza str1301are. NS i R

_ﬂ Ora, ci .si. potrebbe chledere se non sia p0351b11c= 1ntegrare questo sai

‘ma Dlmostreremo che 01b non é posmblle.‘

Mjg Supponiamo per assurdo che esistano un integrale f(“I » Xy - lz' €‘ )=

dbl] a prima equazione ed un :muograle g()\I » Xga L,{,e) = o della secor
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equazione. Se 1a fun21one £ by 1dentlcamente nulla, saré anche it -9
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_essa e valldo 11 lemma d1 Schwartz, 01oe deve scaturlre l'uguagllanza tra 2t

1e-due derivate mlste.'ﬁﬂ—4 - l ; i : ’ : j ‘; ; SRR e M L

Qulndl 1 aver sunposto_l e51stenza ai un 1ntenr11e della prima equa21one

(e-il ragionamento »pud rlpeter31 anche per 1a seconda) contrasta con la te-

si del lemma citato. : [‘,wf,{_f Evk,i_l"Lnﬂniw_ ]_L_? P
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Sapplamo che in generale un sistema mater1Qle ha 3n gradi di liberta,

essendo n 11 numero di punti materlqll del sistema (in partlcolqre ge 1l
sistema &€ un corpo r1 gido abbiamo visto che il numero di gradi di liberta
si riduce a 6 ). Vogllamo adesso vodere quantl gradl d1 11berta ha un Si-
stema di punti materiali sobgebtlia v1ncoll olonom1 e bilateri. Vovliamo,
in altri termini, sapere quale & il numero minimo di parametfi atti ad in-,

dividuare, istante per istante, la posizione di un sistema soggetfo a vin-



CALG LO AsLLA ShekG\A

‘_}_\\‘ PARYD .

C\‘éJl:\\("\,CA ACSsCoAD A AN .{.A(A

LEW2A STR! CCVa A So UL

— e e e

e ———————

Wik
X G(.x:\b) 1
- - - - - = - —— - = - - -9 i
R
, i3 x
Polevamilto Oy L 28 2C AOE MNE POKNN
) Toefdta A WO TG,
.2
T =i M e t ‘Trnz
2
: S ¥ e 2 2
{ v = () =) i ;i
Gz (%, 9, D SIATE Gl 225 R D) Z’H(» 5 M X

\_il.';= = Id‘]& ﬂo\ -/Lsi
== 2
e 4 i
\\)-2 2 "Li‘(i- __/L
A q
e
--\—2(}" a g G =
\ dd
= e K d. =
W(Z'L & g
2
e ( 1 NR“Z) A
2 2
Pe gl NS e @icdmie.

RoTOLANGERTO,

\_/(3: Ve + L A (P—G)ZO

P AVS LT CAKs Lagse AT IAZ UG

"o Rto Ger e AL PrANG (owtowmenid

<.

be VSO . U RAY

)
NoMERTES A

—

"W R 2 2 KPeT T
i?,c— IRT R 2'A RiILPE

i
Ac'atiec 2 PAssante PoR G,

)

G . ANCPOLITA CoorAdT L
TR
R N
N : M 4 L\l
— il = E R SRR s IR
O d
INPONTANO LA o A 2vbwe A PORD

=)



5 e LA'Q
= Vel = AR Ma Ve= X D A %}
s s . <
iuz iﬁM‘L 3Ny
BF 4
: 82 s .- 2
hA G 'Tr*zl‘\chim_x:%Nx

2> o e uAalte CH< PeR LA CoR AV 2V @ yP:o Ve oY

~ J A . B
Al CoRTATTO sl OR PorRY™ N alLe A Mol

AVRSNS AQUiWwAN. VR A QG NS L RYARIANGA RoTAa2bwd

&) ~ s ! N Too
Slrd GoPA L AL PVaPS Ca Pt cRePTe e AV Sts PALIA L To

Pel ve YoRT VT,
PoT REM O QU TRA Sclowee M REITANGWYG
T A I— /LZ Nov Ig ‘6/ “L WNONGNT:\ Ny VAEIRAU
i = “2’ 3' e = @
Ne. AvRCs R LPETTs Auw'Aastlc &
Pattaore Pc# P
Pop T Toolona Ay "HU'TGHu‘:os“ AVEREN ©
£ i , 2 ) (
= Jlg o + 22 = e MR 2 M
—LQ,f ~ Z) N 5 2 R
2, S,
A - 2.23
P
. — N . >2 2 ; o o R
N A Gy ‘—E(EN"R&>;'ZMX
ok ) ) i}: -

MOla: OrserviAMGe tu § € fic Rbe (RS LIDTE LA ToR2A M

ATT RN UL ViRt NOoW & LVsts | e duamds CA Rikoiadld
S Mol Sara’ & RTO GoMALE AL RiRARY
CSScON? LA SSNMA VITIORALE ACLLA
Rea 2on ¢ \)nlp(,o-u/&('—c’_ﬁ(wbc:t. N ARYS C

. ) = , .
BE Lt A TT RATO A



o
=
Ee
£
g
\

; L :l | i ! i
i P s e Vo B | | e e = : T S
i e e el e S e e SR et o s | el e (| e !
. T S e T e S S R R T R I e i
e e o T B e e e R e s e e e e T
coli olonom1 e bllaterl el | 0y e e e i
i I A [ | I f 7 e e i I T

re che e31stono L mes equ321on1 a cu1 devono soddlsfare contemporaneamente

. e — e e A s At

= i[i
E e
l i

'”*““coordlnate del‘gggﬁlf“PI e é“;“T:o&L;?_fﬁj;I ;-g =
| _.eiiai*’isi%l-’i’@i-i-‘i
L T

i
| |
( !

[/i‘ﬁI(PI, 2%...,P) ;
O | |

i
! i
, § : | i 1!{ ' i ( | | ? i
T F—mgare> e S T 0
T B | T f P e S ] | i
s ; - ~~»2——~—-~3—~r‘ 2] |
o - i 4 ] e e ‘ ;
i i ! — : 000000.00&0—0000.000.*.-- - : : ! ! :
| ' | i H ' i i 1
ol v A i Y ' I o | | i
3 ! ! i i i i — : ] ; ] i
@D | I R | ‘ : f (P y cse. Pﬂ ) =0 I . [ i 1y
N e e e e e : e e e e e e
et sl e e (O e S R e e = L

;_;_;m¢"Supporremo che leﬁ*m fun21on1 1ntrodottem31ano dlfferenz1gb111.mwlno

- lmponlamo e condlzlone che 1 v1n0011 s1an9_£gd1pendenti e affinché cid
J_ﬁ__cada_QEXQQQWMSﬂeggr1nd1pendentlkle__m__equaz1on1_sopra.scrltte.w“In altr

. termini si vuole evitare che uno ~stesso vincolo sia contato pit di wna v

__n__ta,mcome_accadrebbe,_nerﬁesemplo,-se 1mponess1ma~al puntl‘del 31stema -ma

- . | ¢ 4
i !

= rlale 'di soddisfare Te .due equazioni: | | | | ; | j

PR R e e R

J
I i i ] bl ! ] | i i { ! i |
|‘ H } k ! i H i ! 3 i H

|

t i ;‘x ! . i i } f i [ |7' \ . #

i e s e kW S L e e e
‘ ‘
!

1
!
.
l

3(-ax--;-—-by?+5 c.z ;:j-vd)_-—:»jo——-n---’-»_—f =L e '-

 Per un teorema dl anallsl LT 5 le m fun21oﬁi 1ntr dotte sbno 1nd1p

R e e e = =S s
0 S, e [ H i i

~—~“~dent1-se e- solo se- lalmﬂtrlce 3acob1ana1 t“%gjbu pw@éa\fpoj

- bzu.'_‘___be-.-f I LSRR §_fI B_fl\\
T ‘,.ax;:i‘“ésx B "'_“'"25’"n'—_'6""""TQﬁbﬂ;;ﬂT'f’f'T
I 3 -

& S Mo o e B T o S R T ,‘__,‘,,'_._ﬁ.L. A T E i N A
9 0 T el o 0

—oURENE o sooei de e T T S SN  P e e
; e -BX3 _,-_é xp T Ox, 0 x 3.

D f At > Qite Of of

E)xn O x

=3
n 3
w3



S A
—i

ha rango massimo. Tenlamo presente che per g11 elementl della matrlce 1'in-
dice in alto indica la particella, mentre quello in basso si rlferlsce alla

coordinata., La matrice jacobiana deve perc1b avere rango massimo ne11'1n31<

e et e e e e e S e e ey e e

me di def1niz1one delflepimiF fingilond i die e !

e e ST B S e

I1 numero dei gradi di 11berté del 51stema saré allora 3n-m ,,essendo

‘3r1 il numero d1 vradl di 11berta del 51stema non soggetto a V1n0011 ed m

11 numero d1 v1ncoll olonom1 e bllaterl. - -m¢m¢~f»+wL~g%hJm¢m¢w+~;wgma-u
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5. SPAZIO DELLE ¢ oqrxcuaAHLO'I PER UN N STSETHA A VII*OLI OLO“ MI BILATERT,
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T T e s ! e S e B S I ,1 e -—:-“*-;~~;" =1 = 2 T
' bon31derlamo adesso 1o |spazio puntuale afflne ~euclideo|

mén51on1,.essendo- n--il numero di partlcelle che- compongono ShL 31stema, 8i-
e e ey s e

tema ooggetto a ]m v1ncoll olonoml} T

e P el e AR e

e NS (x XI XI . ”_men e R e LS
e W E e s T eale
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b I e SR R TR T L S
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e le p” funV1on1 sono. tall da soddlsfare 1a condlzlone che 1a matrice gaco-

biana abbia rango massimo. lla allora il nostro sistema di equazioni indivi-

<

dueri 1n_ggngrule.una.sug§x*‘v;gmpegolare ng}lq_spaqiquléz l, superficie di

dimensione g=3n-m, Questa su prflcle s1 chlqmera "5pa21o delle confl-

e e—

bura21on1 del 31stemd.

Paemplo, ‘Se' consideriamo un ponto_ llbero ﬂl muoversi nello SpaZlO, allo-

e ——

e Lo Spdélo delle contfigurazioni coincideri proprlo con lo spazio a tre di-

mens 1one. Se il punto pud muoversi solo su di un piano, allora esso avra

. —



”solo 2 gradl di liberti e lo spa21o delle conf1guraz1oni sara tutto il

Plano. i o i-JWL.L R e e e e B R
- Altro esempio. Consideriamo nel piano du;_puntl_materlall SRoTe

,Qﬁaliié i@posﬁé;di‘plmanergvsgmpze,alla stessa distanza 1'uno dall'altro.
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Questo 51stema avra tre gradl di liberté Per 1nd1v1duare 11 51stema
_“_basta 1nfatt1 dare le. due coordlnate nel plano del punto *,“e l angolo «

. il vettore (P-Q) forma con la retta parallela all'asse = passant

V.,._.__'.per,,, P

e e e e e
m i == q? = XZ(VP)i - T - RS

@%'W”’Pdssiamo’anche seguire un altro ragionamento, pilt analitico, per dete

—-minare il numero- d1 gradi di- llborta del nostro slstema. e

' Se i puntl fossero liberi da qua151231 resbrlzlone il sistema avrebbe

wwwcomplesso 6--grad1 di 11berté. e51stono tuttaV1a,tre equazioni. indipend

' che descrlvono le caratterlsblche v1ncolar1 del 51stema s+esso"

B S0 \; TR e
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; B 0 e |
: i M o 2 & ail2 o
o[£y 0 Deg(®) -2 (@] + [xy(®) - x, (@))%
- Lo corrispondente matrice jacobicna avrh 1la seguente forma:
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e il rango d1 questa matrice & massimo_ (qu1nd1 effettlvamente le tre ;gu821c

@ni~di~cui”soprawsono~funz1onalmenteﬂ1nd1pendent1)w““Il numero dr—gradr-dl g 53

e =

berta del 31stema sara_allora dato da: : 1 L i | ! % l 11
e =
m’:‘ g*=i"'3'n——*'m“="6:—-*"-'3"'*=f"3 R

aeE R B e e

Lomspaz1andelle conflgura21on1_sara una sunerflcle trldlmen51onalehnello<

spa21o

(5“3_~Ved1amo geometrlcamente come éﬁcos+1tu1to 10 SEaZIO V*”-delle
 — = 0

! i 4 ! i ! i i i i t i t | | | | ! i ! | {

‘configurazioni. . . Lol oo '
—7*L€“§fim5*due‘equaZiGﬁi, f_(P*Q*??E' e ”f”(P“QYE?o . rapp esentano “due

1perplan1.“,L'1nterse21one dl questi due. 1perp1an1 é_uno spa21q a__d__dlmen-

PR

Tgioni. I puntl di questo spazio puntuale a 4 dlmen31on1 devono ancora ~S0¢

‘digfare lYequaziones = - . Lo i L A ;‘ L } 4 P 'i i
e e e R T T T (N = Lo
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-emqueota e una-:. quadrlca ;r-”nello spa21o gt 4“_d;mqn§}on1 =
Glo 5 equlyalente da} punto di vlsta delle."deformaz1on1 contlnue" al pr
7 3 P ey it PR Al
-dotto- carte31ano dl R«——per uné- 01rconferenza D= e : =i et i
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e J1--discorso-& questo: essendo»nellowspazio a--4-—dimensioni -la nostra ip

sunerficie dipenderh da tre parametrij; pr@ndlamo in esame i parametrl in-

ot e

trodotti - qI v q2 : q3, Allora 1ntu1t1vamente i-primi-due parametri,

ﬂsendo le coordlnate dai P che é libero di muoversi_ ‘sul piano, apparterrann

2
mroorio ad -R~ 3 mentre q, = SOk 1nd10ato come annartencnte ad - SI .

e R T R T e = T - e 5 e et I S e
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un punto Fsulk s planQﬁche deve rlmanere a distanza fissa da un altro punto.

FlQlcamente_cih 8i_ reallzza _considerando.la. sbarretta dl_lunghezza,;l

costante incernierata ad un punto E¥sso g0n R i e ;; E 5 g

% T e .

el S I R e T’Lo spa21o dellepconflgur321on1_ é~rwln quest<

i 0 e el Tl EIR =i
s N e ‘caso, Ta 01rconferenza S neI‘plano. Come™ ¢ot

fdinate"lagrangianew(cosi_vengona.chlamatlml.parz
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W@@‘ L ' :* 5 f re 1a p05121one del“corpo)massumeremoml'angolo_

\,P

; :
{ i
{ ' S el |

che 1nd1V1dua unlvocamente 1a polelone di TP,

]

1
1o R r% !

: j L angolomMMvaarlera nell 1ntervallo— ------ o, 2%
: %

i M —— e

i |
| i

Se vole891mo descrlvere la nostra c1rconferenza medlante 31stem1 d1 o]

T A== : i — s S s : rés

«"~~d1nate lagranglane -0ccorreranno: due carte 1oca11 (le coordlnate’devono Vi
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-—Per-quale-ragione noi rlchleclamo che 1e =C00:

nate 1agrang11né>Var1no 1n 1nterv1111 apert19__

'————motlvo 6= che”—quando~dobb1amo esegulre 1l*calcolo d1 derlvate, dobbiamo -«

pre avere a che fare con intervalli anertl.

“m—4—~"Pendolo dopnlo (o blpenaolo)'~—81 tratta di-un s1stema costltulto da1

1 s Y

EEEEQ——?- ‘che deve rlmanere iy dlstanza costante da un punto MO_, e._4dc da un

tO‘“Q che, a sua volta, deve rlmanere a dlstanza costante da P ;“““”'"

O‘“m; i § s ,;} e Dal momento che (o), trov1amo nel plano, 11,si

oy g avr% compleaolvamente' 2 gradi di liberta.

e : :
el i Bl 19 L B e Raglo ando rlgoro amente,.se assumiamo a pri

| Zie ”'”f”'che 1 puntl P ve"Qf appartenpono al piano (e

di 11 q]stemﬂ in assenza di altri vincoli avri

9 - ‘generale ‘2n gradi di 1:hertdi), allora se P
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‘stare a distanza flssa da 0',"ej'Q deve stare a dlstqnza flssa aa”’P",”';'

-questi due v1nc011 sono tradottl analltlcamente dalle seguentl equa21oni-
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La matrlce Jacoblana avra ‘la seguente espressione: ' : | ’
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d1Ver51»dalZgr;—perchQA?, 1;om:“péf cu1 11 raﬁébﬂdl ;i; sé;gﬁﬁroprlo 2“3 18y
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-—””VpdlamO'“come é fatto 1o Spaz1o delle—conflguraZIOnii“ S;__Q_;n;ungﬂsp&Z'

‘a4 dimensioni, ed in esso abbiamo due 1persupprf1c1.__”erchlamo d1 comprj

T

dere 1ntuit1vamente 1'intersezione di queste due—quadrlche nello spaz1o a 2
|

4 d1men51on1. Due“saranno le coordlnate lagrapglane necessarle e SuffIClel

DRI e e

tl per 1nd1V1duare 1I‘51stema"1'angolo“‘9 e 1'angolo FQ"““ Per entrambl

ey TSRS = ____.___._:q e e e e e

questl parametrl vale"la limitaziones: . Ll e
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Allora, 1ntuit1vamente,‘ﬁo spazio Vﬁu.delle.configurazionl,saré il pro-
dbtto cartesiano tra due cipconferenzes ' ET AL TREI IR an = S
- e e - - —r— -0
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