Capitolo 1

ALGEBRA TENSORIALE

1.1 Richiami sugli spazi vettoriali

Definizione 1.1.1 Uno spazio vettoriale sul corpo R dei reali, ¢ un gruppo additivo abeliano E, sul quale & definita
un’operazione di moltiplicazione che ad ogni o« € R e v € E associa un elemento av € E, che gode delle sequenti proprieta:

1. lv=w
2. a(pv) = (af)v
3 (a+pB)v=av+pv
4. au+v)=ou+av
Vo, € R eVu,v e E.
Gli elementi di E verranno chiamati vettori.

Definizione 1.1.2 Si dice che n elementi v1,Va,...,Vs di E sono linearmente indipendenti, quando A\'v; = 0 =
A=t

Definizione 1.1.3 Si dice che uno spazio vettoriale E ha dimensione n € N e si indica con E,, se ogni insieme di
vettori linearmente sndipendenti ha al pit n elementi. Un insieme e1,es,...,e, di n vettori linearmente indipententi si
chiama base di E,.

Proposizione 1.1.1 Una n-upla ey, es....,e, di vettori é una base di E, se ¢ solo se ogni vettore v € Ey, si puo
esprimere in uno ed un sol modo come combinazione lineare dei vettori dati: v = v'e;.

Gli elementi della n-upla v¢ univocamente individuata da v, si chiamano componenti di v.

Proposizione 1.1.2 Assegnata una base ey, es, ..., e, di E, ed una n-upla di vettori €'y,€'s,...,e'y, che per la Propo-
sizione 1.1.1 possone essere espressi da:

e’i = A]ie]‘ (11)
la seconda n-upla é una base se e solo se la matrice A = ||A%;|| é regolare. Ed in questo caso l’equazione inversa della
(1.1) é:

] !

e, = BJ,;e j (12)
essendo B = ||B%;|| la matrice inversa di A.

Se e1,es,...,e, ce'1,es,...,€e, sono due basi di E,, e v € E,, allora possiamo scrivere:

v=v'e; e v=uv'e,;

dalle quali per la (1.2) si ha: _ : i
v’Je'j = vlei = le]ie'j (13)

da cui per la Proposizione 1.1.1 si ricava: . A
v7 = Blw* (1.4)

18i sta usando la convenzione di Einstein secondo cui due indici ripetuti di cui uno in alto ed uno in basso (indici muti o legati) sottintendono
una sommatoria, mentre ogni altro indice (libero) i sottindente che I’espressione in cui compare va considerata per 1 = 1,2,...,n



e analogamente
v = A", (1.5)

Confrontando la (1.1) con la (1.4) e la (1.2) con la (1.5), si deduce che le componenti di un vettore si trasformano
con la matrice inversa della matrice che determina la trasformazione delle basi, per questo motivo le componenti di un
vettore si chiamano anche componenti controvarianti.

1.2 Forme lineari

Definizione 1.2.1 Una forma lineare o 1-forma ¢ su uno spazio vettoriale E, é un’applicazione da E, in R lineare,
Cio€:
Vo, B € R and Vv,u € E, d(av + fu) = ad(v) + Bo(u). (1.6)

Definizione 1.2.2 Assegnato uno spazio vettoriale E, si chiama spazio duale di E, e si indica con il simbolo E},
Vinsieme di tutte le forma lineari su E,.

Proposizione 1.2.1 EZ é uno spazio vettoriale.
Dimostrazione. Si verifica immediatamente che le seguenti operazioni:
Vo, 02 € By (d1+¢2)(V) =¢1(v) +¢2(v) VVEE,
Va € R,V € E, (ad)(v) = ag(v) Vv e E,
danno come risultato elementi di E; e soddisfano gli assiomi degli spazi vettoriali. [

Fissata una base ej,es,...,e, di E,, consideriamo le applicazioni el,e?,..., e definite da:

Vv =v'e; € B, el(v) =v' e R (1.7)

si dimostra immediatamente che queste applicazioni sono lineari, quindi sono elementi di E}. Inoltre se ¢ € E;, per la

(1.7)

Vv =v'e; € B, (V) = v'¢p(ei) = pie’(v) dove ¢; = d(e;) (1.8)
quindi ¢ puod essere espressa come una combinazione lineare degli elementi et e? ...,e™

Si pud dimostrare che la rappresentazione (1.9) & unica. Infatti supponendo che ne esista un’altra: ¢ = @e*, sottraendo
membro a membro questultima dalla (1.9), si ottiene: (¢; — ¢.)e* = 0, quindi tenendo conto che per la (1.7)

e'(ej) = &% (1.10)

essendo 6ij il simbolo di Kronecker definito da:

5= {1 it (1.11)

I 0 sei#j
si ha: : _
0 = (¢ — d1)e(e5) = (di — $7)8"5 = ¢5 — &}
Resta cosi dimostrato che el,e?,...,e™ & una base di E}; che si chiama base duale di e;, ey, ...,e,, e quindi

Proposizione 1.2.2 E* ¢ uno spazio vettoriale di dimensione n.

Siano ey, es,...,en e €'1,€es, ..., due basi di E, legate fra di loro dalle (1.1) e (1.2) e denotiamo con €', €?,...,e"
e el e? ... €™ rispettivamente le loro basi duali. Sia v = v'e; = v%e’; un qualunque vettore di E,, allora per la (1.4)
si ha: ‘ : e )
eltlvii=1"=B 1l = Bt ellv) (1.12)
quindi ; Sl
e" = B*;é’ (1.13)
e analogamente _ st ‘
el = A’je. (1.14)



Confrontando le (1.13), (1.14) rispettivamente con le (1.1), (1.2) si vede che le basi duali si trasformano con la matrice
inversa rispetto alle basi di E,, a cui sono legate.
Ora, se ¢ = ¢;e* = @le’* & un elemento di E};, allora

8 = $(es) = $(A7se;) = Alig(e))) = Aid; @S
analogamente
¢; = BY:d. (1.16)

Confrontando le (1.15), (1.16) con (1.1), (1.2), si deduce che le componenti di una forma lineare si trasformano con la
stessa matrice delle basi di E,, per questo motivo si chiamano componenti covarianti.

Per la Proposizione 1.2.2, il duale EX* di E; & uno spazio vettoriale di dimensione n. Pero questa operazione di
iterazione del duale non produce una struttura algebrica nuova, come dimostra il seguente

2

Teorema 1.2.1 Esiste un isomorfismo % canonico ® tra E, e E}*

Prima di dimostrare questo teorema conviene dimostrare il seguente

Lemma 1.2.1 Se 7 : E,, — E!, ¢ un’applicazione lineare e iniettiva tra spazi vettoriali di egual dimensione, allora essa
e un isomorfismo.

Dimostrazione. Basta dimostrare che T & surgettiva. Fissata una base ej,es,..., e, di E, consideriamo i vettori
7(e1),7(€2),...,7(e,) € E,. Essi costituiscono una base di Ey,, infatti per la linearita e inettivita di 7

Nir(e;))=0 = 7(\e;)=0 = MNe;=0 = N=0.
Quindi se v € E’, allora v = vi1(e;) = 7(v'e;). O
Dimostrazione Teorema 1. Sia 7 'applicazione definita dalla seguente legge:
VWeE, 7(v):E:—-R con 7(v)(¢)=0(v)ER Vo€ E]. (1.17)
7(v) & lineare, infatti:
T(v)(ag + Bd2) = (a1 + Bd2) (V) = ag1(v) + Ba(v) = ar(v)(¢1) + B7(v)(42)

quindi 7(v) € EX*eT: E, = E}*.
T & lineare, infatti se a, 8 € R e u,v € E, allora

Vo € EX  T(au+ Bv)(¢) = d(au+ Bv) = ad(u) + B¢(v) = ar(u)(d) + BT(v)(9) = (ar(u) + BT(v))(9)

quindi
T(au + Bv) = at(u) + B7(v).

T & iniettiva, infatti se vy, vo € B, sono tali che 7(v1) = 7(v3) allora

V$ € By 7(vi)(9) = T(v2)(8) = p(v1) = ¢(V2) = ¢(v1 —v2) = 0.

Assegnata una base e, es,...,e, di E, e la sua duale el,e?,...,e", se vi — vy = (v} — vh)e;, allora per Iequazione

precedente : : ;
0=c¢é'(vi—va)=(v] —v;) = VI=vVa

Da quanto dimostrato fino ad ora e dal Lemma 1.2.1 segue l'asserto. [

2Un isomorfismo tra due spazi vettoriali é un’applicazione lineare e iniettiva da uno spazio vettoriale su tutto l'altro.

3Indipendente dalla base. Tra due spazi vettoriali di ugual dimensione si pué sempre trovare un isomorfismo dipendente dalla base, infatti
fissando una base e, es, ..., e, nel primo spazio vettoriale ed una base e’1,€e'a,....e', nel secondo, si dimostra facilmente che ’applicazione
7(vte;) = v'e’; & un isomorfismo.



1.3 Tensori doppi covarianti

Definizione 1.3.1 Assegnato uno spazio vettoriale E,, si chiama tensore di rango 2 covariante o tensore doppio
covariante, un’applicazione T : E, x E, — R bilineare, cioé lineare rispetto ad entrambe le variabili:

Vo, € R Yu,v,we E,
T(ou + v, w) = oT(u,w) + T (v,w), T(u,av+pw)=aT(u,v)+ BT (u,w). (1.18)
L’insieme di tutti i tensori doppi covarianti verrd indicato con uno dei simboli B’y = E ® E;,
Proposizione 1.3.1 E} ® E* é uno spazio vettoriale.
Dimostrazione. Si verifica immediatamente che le seguenti operazioni:
VI, T, € E: ® E, (Ty + T3)(u,v) = T1(u,v) + To(u,v) Yu,v € E,
Vae RVT € E; QE, (aT)(u,v) = aT(u,v) Yu,v e E,
danno come risultato elementi di E ® E e soddisfano gli assiomi degli spazi vettoriali. [J

Definizione 1.3.2 Si chiama prodotto tensoriale di due forme lineari ¢1, ¢p2 € E}; e si indica con il simbolo ¢1 ® ¢2
Papplicazione da E, x E, e a valori reali definita dalla seguente legge:

Yu,v € E, ¢1 ® ¢a(u,v) = ¢1(u)da(v). (1.19)

E immediato verificare che la (1.19) verifica la condizione (1.18), quindi ¢ ® ¢2 € E; ® E.
Fissata una base ej,es, ... e, di B, ed in corrispondenza la base duale e!,e?,...,e™, se T € E; ® E, per le (1.7),
(1.18), (1.19) possiamo scrivere:

Yu = ule;,v = v'e; € B, T(u,v) = T(ule;,v’e;) = T(e;,e;)u'v? = Tijet(u)el (v) = Ty;e* ® e (u,v)
dove si & posto T;; = T'(e;,e;), quindi T si pud esprimere come una combinazione lineare degli n? prodotti tensoriali
et ®el: e
T = Tijez®6]. (120)
Si puo6 dimostrare che questa rappresentazione di T' & unica. Infatti se ce ne fosse un’altra T' = Ti’jei ®¢€7 allora sottraendo

membro a membro quest’ultima dalla (1.20), si otterrebbe (T;; — T;;)e* ® e/ = 0 e quindi per (1.10) e (1.19)

7,

0= (Ti; — Tj;)e* ® €/ (en, ex) = (Ty; — Tj;)e'(en)e (ex) = (Tij — T7;)8'né"k = Thi — Th-

Poiche ogni T € E* ® EZ si pud scrivere in uno ed un sol modo come combinazione lineare degli n? prodotti tensoriali
e’ ® €7, ne segue che questi ultimi costituiscono una base di E} ® E, quindi resta provato che

Proposizione 1.3.2 E} ® EX ¢é uno spazio vettoriale di dimensione %
Siano ey, €s,...,e, e €'1,€',..., €, due basi di E, legate fra di loro dalle (1.1) e (1.2) e denotiamo con €', e?,...,¢e"
e e’ e?,...,e™ rispettivamente le loro basi duali. Sia T = Tjje' ® ¢/ = Tj;e* ® ¢/ un elemento di E}, ® Er, allora
T); = T(€;,€';) = T(AMen, A¥ jer) = A" A* ;T (en, ex) = A% A" ;T (1.21)
e analogamente
T,; = BYBE T, (1.22)

Confrontando le (1.21), (1.22) rispettivamente con le (1.1), (1.2) si vede che le componenti di un tensore doppio
covariante si trasformano con la stessa matrice delle basi di F,,, per questo motivo tali tensori vengono chiamati covarianti.

Abbiamo visto che fissato un tensore doppio covariante, allora & possibile associare ad ogni base ej,es,...,e, di E,,
n? numeri reali T}; (le sue componenti) che si trasformano al variare della base mediante le leggi (1.21) e (1.22). Viceversa
se ad ogni base ey, ey, ..., e, di E,, associamo n? numeri reali T;;, allora la (1.20) definisce un tensore doppio covariante,
se gli n? numeri assegnati si trasformano, al variare della base, con le leggi (1.21), (1.22).

Quindi un tensore doppio covariante T pud essere introdotto sia mediante una forma bilineare o assegnando n? numeri
reali T;; in ogni base, che si trasformano al variare della base in accordo con le (1.21), (1.22). 5

4Questo discorso vale ovviamente anche per i vettori e per le forme lineari. Per esempio, un vettore pud essere introdotto assegnando n
componenti ¥* in ogni base, che si trasformano al variare della base mediante le (1.4), (1.5)



Definizione 1.3.3 Un tensore doppio covariante si dice simmetrico se:
Yu,ve E, T(u,v)=T(v,u). (1.23)

Se T;; sono le componenti di un tensore doppio simmetrico T rispetto ad una qualunque base e, eq, ..., e, di E,,

allora si ha:
Tij = T(e.,;, ej) = T(ej,ei) = Tji

Viceversa se le componenti di un tensore doppio covariante in una data base ey, e, ..., ey verificano la condizione:

allora
S et
Yu=u'e;,v=1v'e; € E,

T(u,v) = T(u'e;,v'e;) = v T(e;, e;) = uv’Tij = u'ITj; = v’ T(ej,€) = T(vej;,u'e;) = T(v,u)
quindi T & simmetrico e la (1.24) vale in ogni base. Si ha cosi:

Proposizione 1.3.3 Un tensore doppio controvariante ¢ simmetrico se e solo se in una base le sue componenti verificano

la (1.24).
Definizione 1.3.4 Un tensore doppio covariante si dice antisimmetrico se é verificata la sequente condizione:
Vu,ve E, T(u,v)=-T(v,u). (1.25)
Con lo stesso procedimento usato per i tensori simmetrici si dimostra che

Proposizione 1.3.4 Un tensore doppio controvariante é antisimmetrico se e solo se in una base le sue componenti

verificano l’equazione

Assegnato un tensore T di compnenti T;; nella generica base di E,,, definiamo i seguenti n? numeri reali:
1
Ttis) = 57 (Tig + T50) (1.27)

che chiameremo parte simmetrica di 7;;. Verifichiamo che le (1.27) definiscono un tensore, che denoteremo con il simbolo
S(T). ® Infatti se T}; sono le componenti di T in un’altra base, legate alle T;; dalle (1.21), (1.22), allora:

1 1 1
Tiogy = 57 (Tis + Tj) = 7 (A" A" Ty + A% A% Tin) = i A" AR (T + Ten) = A A* Ty

Analogamente si puo definire la parte antisimmetrica di T:

1
Tisj) = 57 (Tij — Tya) (1.28)

e dimostrare che le (1.28) sono le componenti di un tensore, che denoteremo con il simbolo A(T). ¢
Infine dalle ovvie implicazioni:

Tij = T(U) + T[ij]a T(U) =0& Ti]' = —Tji e T[”] =0& ’I:ij = Tji
segue:

Proposizione 1.3.5 Ogni tensore ‘e uguale alla somma della sua parte simmetrica e antisimetrica ed inoltre e simmetrico
(antisimmetrico) se e solo la sua parte antisimmetrica (simmetrica) € nulla.

5Questo & un esempio di come si pud definire un tensore mediante le sue componenti. S(7') poteva anche essere definito intrinsecamente
dalla legge: S(T')(u,v) = %(T(u, v) +T(v,u)) VYu,v € E,.
6La definizione intrinseca di A(T) &: A(T)(u,v) = %(T(u, v) —T(v,u)) VYu,v € E,.



1.4 Tensori doppi controvarianti

Definizione 1.4.1 Dato uno spazio vettoriale E,, si chiama tensore doppio controvariante o tensore di rango 2
controvariante, un’applicazione T : E} x E} — R bilineare:

Va,B € R Vo,9,x € E
T(ap + B, x) = oT (¢, x) + BT (W, x), T(8, a9 + Bx) = oI (¢, %) + BT (¢, x)- (1.29)
L’insieme di tutti i tensori doppi controvarianti verrd indicato con uno dei simboli E>)=E,®QFE,. "

Proposizione 1.4.1 E, ® E, ¢ uno spazio vettoriale.

Dimostrazione. Si verifica immediatamente che le seguenti operazioni:
VTL T2 € ETL R ETL (Tl il% TQ)(QS: 71[)) = T1(¢a 1/)) i T2(¢) 1/)) V¢7 df = E:L
VaeRVT € E,®E,  (al)(¢,9) = oT(¢,9) Yé,9 € By

danno come risultato elementi di E, & E,, e soddisfano gli assiomi degli spazi vettoriali. [

Definizione 1.4.2 Si chiama prodotto tensoriale di due vettori ui,us € E, e si indica con il simbolo 11 ® us
Vapplicazione da E¥ x E}. e a valori reali definita dalla seguente legge:

Vo, ¢ € By u1 ®ua(4, ) = p(ur)y(uz).® (1.30)
E immediato verificare che la (1.30) verifica la condizione (1.29), quindi u; ® up € E, ® E,.
Fissata una base e, €3, ..., e, di E, ed in corrispondenza la base duale el,e?,...,e", se T € E, 8 E,, per le (1.29),

(1.30) possiamo scrivere:
Vo = die,p = hie’ € B T($,9) = T(die’, 5¢7) = T(e', &) ath; = TV (e)v(e;) = Te; ® €;(¢, %)
dove si & posto T = T(e?,e’), quindi T si pud esprimere come una combinazione lineare degli n* prodotti tensoriali

ei®ej: a5
T =TYe;®e;. (1.31)

Si pud dimostrare che questa rappresentazione di T & unica. Infatti se ce ne fosse un’altra T' = T"Je;®e; allora sottraendo
membro a membro quest’ultima dalla (1.31), si otterrebbe (7% — T"")e; ® e; = 0 e quindi per le (1.10) e (1.30)

0= (T9 — T')e; @ ej(e", €¥) = (T — T")el(e;) ek (e;) = (T — T"9)5" ;6% ; = TM* — T,

Poiche ogni T € E, ® E,, si pud scrivere in uno ed un sol modo come combinazione lineare degli n? prodotti tensoriali
e; ® e;, ne segue che questi ultimi costituiscono una base di E,, ® E,, quindi resta provato che

Proposizione 1.4.2 E, ® E,, é uno spazio vettoriale di dimensione n2.
Siano ey, es,...,en ¢ €'1,€'s,...,€ , due basi di E, legate fra di loro dalle (1.1) e (1.2) e denotiamo con el ier
e el e, ..., e rispettivamente le loro basi duali. Sia T = T"e; @ e; = T"e’; ® €; un elemento di B, ® Ey, allora per

la (1.13) e (1.29)
T = T(e', ") = T(B'he", Bire*) = B, B, T(e", ) = B*, B/ T"* (1.32)
e analogamente per la (1.14) e (1.29)
T = AL, A, T, (1.33)

Confrontando le (1.32), (1.33) rispettivamente con le (1.1), (1.2) si vede che le componenti di un tensore doppio
controvariante si trasformano con la matrice inversa rispetto a quella del cambiamento di base di E,, per questo motivo
tali tensori vengono chiamati controvarianti.

Per i tensori doppi controvarianti si possono ripetere le stesse considerazioni gia fatte per quelli covarianti.

In particolare, seguendo lo stesso ragionamento, si pué vedere che un tensore doppio controvariante puo essere intro-
dotto, oltre che nella forma intrinseca data dalla Definizione 1.4.1, anche assegnando, per ogni base di Ey, n? numeri
reali T% soggetti alla condizione di trasformarsi, al variare della base, in accordo con le (1.32), (1.33).

Si possono definire i tensori doppi controvarianti simmetrici e antisimmetrici in maniera analoga a (1.23), (1.25). E,
come nel caso dei tensori doppi covarianti, si puo vedere che, un tensore ¢ simmetrico (antisimmetrico) se e solo se in una
data base le componenti soddisfano le equazioni T% = T79% (T = —T7%).

Analogamente, utilizzando le stesse formule del paragrafo precedente con gli indici in alto, si possono definire i tensori
parte simmetrica S(T) e parte antisimmetrica A(T) di un tensore doppio controvariante T, e concludere che un tensore
doppio controvariante si pud scrivere come la somma della sua parte simmetrica e della sua parte antisimmetrica e in
particolare che esso & simmetrico (antisimmetrico) se e solo se la sua parte antisimmetrica (simmetrica) & nulla.

7Tale notazione & giustificata dal Teorema 1.
8Questa definizione si basa sull’isomorfismo (1.17) definito nel Teorema 1
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1.5 Tensori di rango k

Definizione 1.5.1 Dato uno spazio vettoriale E,, 7,8 € N e k =t + s, si chiama tensore di tipo (r, s) o tensore di
rango k, r-volte controvariante e s-volte covariante un’applicazione

T:Epx---XE,xE,X - xE, >R

~~ ~~
r—uvolte s—wvolte

multilineare, cioé lineare rispetto ad ogni variabile. L’insieme di tutti i tensori di tipo (T, s) si indica con uno det simboli
E", :En®®E73®E;,®®E;g

~— ~~
r—uvolte s—uvolte

Proposizione 1.5.1 E"; & uno spazio vettoriale.
Dimostrazione. Si verifica immediatamente che le seguenti operazioni:
VI, To € E'y (T + D) (@15 8rs V1o s Vs) = T1(B15- -, by V1, Vs) + To(01, .o, b5, V1, -0, V)
Va e R,VT € E™; (@) (ns w5y V15 s Via) i = OL (D15 i+ Oy Vil viaiy Vi)
Véi,...,0r € E: Vvi,...,vs € B

danno come risultato elementi di E” e soddisfano gli assiomi degli spazi vettoriali. [J

Definizione 1.5.2 $i chiama prodotto tensoriale di r vettori uy,...,u, € E, e s I-forme ¢1,...,¢s € E}; e si indica
con il simbolo u; Q- - QU, @ P ® - - - ® ¢, l'applicazione da E}, X --- x Er x E, X - x E,, e a valori reali definita dalla
r——vvolte Sv;;lte

sequente legge:
Vii,...,9- € EX Vvy,...,Vs EE,

WR QU P @ ®Ps(Y1,...,%r,V1,. .., Vs) = 1(ur) ... r(ur)p1(va) - .. r(vs). (1.34)
E immediato verificare che la (1.34) & multilineare, quindiu; ® - U, RPp1 ® --- @ s € E'.
Fissata una base e1, €s, . .., e, di E, ed in corrispondenza la base duale €, ¢e?,...,e", se T € E", per la multilinearita

e la (1.34), possiamo scrivere:
= 1 = % * = j i j
Vo1 = ¢1;,€"...,0r = ¢r; €7 € E; Vv = 17265, Ve = VsT0e; € By

T((bl, Se\i ¢.,-,V1, STk ,Vs) = T(¢'1i16i1, sty (;Brire"’,vljlejl, e ,’Usjsejs) =
T(e™, ..., e €5, 1€, )014, - - Brs V171 07" = TH 0 d(ey,). .. dr(ei )€ (Vi) .. (vs) =
Tilmirjl...jsei;{ ® & €, ® ejl R ejs(¢1) I 7¢T‘)v17 A <53 VS)

dove si & posto T+, =T(e",..., e, e;,...,e;,), quindi T si puo esprimere come una combinazione lineare degli
n™+$ prodotti tensoriali €;, ® - Qe;, Qe & --- & els:

T = Til.”irjl---]'.s e‘i1 R & ei,. ® ejl R--- ® ejs 5 (135)
Si pud dimostrare che questa rappresentazione di T' & unica. Infatti se ce ne fosse un’altra
T — Tlilmirjl...jseh ® - ® e;. ® ejl R ej,s-
allora sottraendo membro a membro quest’ultima dalla (1.35), si otterrebbe
(T gy =T, 5 )en ® Qe @ ®@---®e =0

e quindi
0= (T, 5. =Ty 5 )e,® - ®e ® @@ (eM,. .. e ep,y, .. e8) =

(@i, = TRty e e - e (e ) e en) - - e (er) =
(Titewin g — Tliain gk, ghe, 69y L 80 = Thhe o pihiihe

s

Poiche ogni T € E", si pud scrivere in uno ed un sol modo come combinazione lineare degli n"™* prodotti tensoriali
e, ® - ®e;, ®e ®- - ® e, ne segue che questi ultimi costituiscono una base di E”;, quindi resta provato che

9La definizione viene data in questa forma per semplicitd di scrittura, ma l'ordine dei fattori non & vincolante, per esempio E1?;
E* @ E, ® E, ® E% & 'insieme delle applicazioni multilineari da B, x Ej, x E; X Ep a valori in . Osserviamo inoltre che: E% = E},
Elg = E}* ~ E,, (Teorema 1) e per convenzione E% =R



Proposizione 1.5.2 E" é uno spazio vettoriale di dimensione ntts,

Siano e, es,...,en € €'1,€s,...,€ , due basi di E, legate fra di loro dalle (1.1) e (1.2) e denotiamo con e ledaniiet
ce'l,e?, ..., e rispettivamente le loro basi duali. Sia T =T e; ®- - -Re;, @' @---®els =T ;e @
..®e; ®e7 ® - ® e’ un elemento di By, allora per (1.1) e (1.13)

qraee e Plettic N etniel o el = T(B%heM, ..., Biry elr A¥ ep, .., AP e,) =
Bi1h1 A Bi"hrAkljl o AksjsT(ehl, LI eh*,ekl, e )i thl 3 BirthAkljl e AksjsThl'”h*kl._.ks (1.36)
e analogamente per (1.2) (1.14)
Thmirjl...js = 141'1h1 = -Airherljl RE Bk!jsTlhlmhrkl...ks' (137)

Confrontando le (1.36), (1.37) rispettivamente con le (1.1), (1.2) si vede che agli r indici in alto corrisponde la matrice
inversa rispetto a quella del cambiamento di base (legge di controvarianza), mentre agli indici in basso corrisponde la stessa
matrice (legge di covarianza), per questo motivo tali tensori vengono chiamati r-volte controvarianti e s-volte covarianti,
gli indici in alto indici di controvarianza e gli indici in basso indici di covarianza.

Seguendo lo stesso ragionamento fatto nel caso dei tensori doppi covarianti, si puo vedere che un tensore di rango
k = r + s pud essere introdotto, oltre che nella forma intrinseca data dalla Definizione 1.5.1, anche assegnando, per ogni
base di E,, n* numeri reali T% % ; . soggetti alla condizione di trasformarsi, al variare della base, in accordo con le
(1.36), (1.37). Queste ultime equazioni rendono naturale la seguente

Definizione 1.5.3 Un tensore di rango zero é uno scalare indipendente dalla base.

Un esempio di tensore di rango zero é, come vedremo in seguito, il prodotto scalare. Infatti il prodotto scalare di due
vettori é un numero indipendente dalla base in cui si calcola.

Le nozioni di simmetria, antisimmetria, parte simmetrica, parte antisimmetrica, introdotte per i tensori doppi, am-
mettono svariate genealizzazioni nel caso di tensori generici. In generale ¢ indici di covarianza racchiusi da parentesi tonde
indicano ﬁ per la somma su tutte le possibili permutazione su quegli indici, mentre ¢ indici di covarianza racchiusi da
parentesi quadre indicano % per la somma su tutte le possibili permutazione pari su quegli indici meno la differenza sulle
permutazioni dispari. La stessa cosa vale se si trovano t indici di controvarianza racchiusi da parentesi tonde o quadre.
In particolare se T' € Eg, denotato con S il gruppo delle permutazioni dei primi p interi , e ponendo per ogni 7 € Sp

aT(v1,Va, ... Vp) = T(Vr), Vr(2) - Vo) € Tligin,ip = Ln(iy)m(in),....m(ip)

si definisce la parte simmetrica di T
1

STi= =
p!

E O T

TESy

ZﬂT & Ty ineiin) =
TES,

1
p!
Per definire la parte antisimmetrica di T' € Eg bisogna introdurre il simbolo

+1 se 7 é pari

sign(m) = Hoa ek
—1 se w é dispari
e il simbolo di Levi Civita
, 0 se (k1,k2,...,kp) non é una permutazione di (i1,42,...,%p)
K1k, kg . : il :
ininn = +1  se (ki,ks,...,kp) é una permutazione pari di (g
-1 se (ki,ks,...,kp) é una permutazione dispari di (41,12, ..,1p)

1 kikaks
p! il,iz,...,ip klxkur--:kp

: :
AT = E Z sign(m)nT & T[il,iz,...,ir] =
TESp

Di seguito, verranno fatti alcuni esempi. Sia T' € E'3, un tensore di componenti, in una data base, T%jhk. Allora si
pud vedere che T & simmetrico rispetto agli ultimi due indici'® se e solo se T jpx = T" jkh, condizione che & verificata se e
solo se T%jpyx) = 0, dove T%jjpy) = = (T%jnk — T jkn).-

Possiamo, per esempio, definire, in accordo con quanto detto prima, il tensore parte antisimmetrica di T rispetto agli
indici di covarianza:

T (jhr) = 3—!(le}11¢ + Pkt Torgh— Tliin — Ting — T hsn): : (1.38)

10y¢ € E*, and Yu,v,w € E, T(¢,u,v,w)=T(¢,u,w,v)
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La dimostrazione della tensorialitd di 1.38 ¢ identica a quella della tensorialita di T7;;).
Se T & simmetrico rispetto agli ultimi due indici allora dalla (1.38) segue immediatamente che Ti[jhk] = 0. Se invece
T & antisimmetrico rispetto agli ultimi due indici: T%;p, = —T%jkn < T%j(nk) = 0, allora:
: 1 ] ; .
T ik = g(TIjhk + T hij + T kjn)- (1.39)
Un altro esempio di simmetria & quella che si ottiene scambiamdo gli indici a coppie. Per esempio se T' € E% & un
tensore di componenti, in una data base, Tjjnk, allora
V ula u2) u31 u4 E ETL T(ula u2a u31 u4) = T(u3a u4’ u17 u2)

& equivalente a Tijnr = Thiij-

1.6 Operazioni sui tensori

Definizione 1.6.1 Assegnati due tensori T € E"g e S € E",, si chiama prodotto tensoriale di T e S lapplicazione

T®S:E,’;><---xE;x:Enx---xEan;;x.--xE;xEnx---xEn—HR

—

~ ~~
r—volte s—volte h—wvolte k—wvolte

definita da
Vg, U V1 o VE Y1, G n € B

‘T®S(¢17"'a¢7‘7u17"'7u51w11"'7wh7v1"'vk) :T(lew--a(br;ula---aus)5(¢la---,¢h1vl---vk) (140)

Ovviamente la definizione precedente implica che T'® S & lineare rispetto a tutte le variabili ed inoltre se, rispetto ad
una data base ei,...,e, € E,, T ha componenti T%>*, . e S ha componenti §P1Ph, ., allora
i1...0r P1.--Ph =X i1 ir o, . oP1 3 =
(T®S) S1Lia o = LS (et S ere e el Ll elhien iy e L=

i i : 5 P1 D Yyl . QP1,---,Ph
Pleyle et e nmen) Slelt v yethie i ey Y =T atr o ol Siurati g o

[}

Si ha quindi

Proposizione 1.6.1 SeT € E"; e S € EP allora T ® S € E™ "y, e, in un’assegnata base, le componenti di T ® S sono
i prodotti delle componenti di T' per quelle di S.

Osserviamo che il, prodotto tensoriale di due tensori non & commutativo, infatti, mantenendo la notazione della
Definizione 1.6.1, S® T € E",", che in generale & diverso da E" P

Definizione 1.6.2 Assegnato un tensore T € E7s conr,s # 0 avente come components gli n’ts numers reali T%% ;5.
rispetto ad una date base ey, ey, ...,e, di E,, si chiama operazione di saturazione degli indici, l’operazione che
consiste nel saturare un indice di controvarianza con uno di covarianza. Per esempio, tanto per fissare le idee e per
semplicita di scrittura, i1 ¢ ji:
el o igodn . _ mpidgeeis
i J1eeds 7 S J2ds — T id2. g5 (141)
Se T"#1-ir; . sono le componenti di T' in una nuova base e'1,€’s,...,e'n di Ey,, legata alla prima dalle (1.1), (1.2),
allora
1 13 .uiip . lidg.nie _ ni £ ir h h h kika...kr _
Bl g Tt e = B By B g AN AR L A TR gk
h j it A h kiks...k _ pi e hy . mhika...k, =3
1) 11“]37'2;\.,2...31 krA zjz...A sj.«T L e —Blzkz...Bz'krA 2]-2...A j,,-T O T i By =
i ] h hg ka...k
B12k2...BlrkrA ij...A ety

essendo By, A, = §M ;. . Resta cosi dimostrato che gli n” =151 numeri reali S%;, ;_si trasformano al variare della
base come le componenti di un tensore. Quindi

s

Proposizione 1.6.2 L’operazione di saturazione degli indici trasforma un tensore di B in un tensore di BT,
quindi abbassa di due il rango.!

Ovviamente questa operazione si pud ripetere fino a quando restano sia indici di controvarianza che di covarianza.
Definizione 1.6.3 Dati due tensori T € E"s e S € EPy, si chiama moltiplicazione contratta di T e S, l’operazione

che consiste prima nel moltiplicare tensorialmente T e S e poi nel saturare un indice di controvarianza (covarianza) di
T con un indice di covarianza (controvarianza) di S una o pil volte.

Il risultato di una moltiplicazione contratta é ovviamente un tensore, poiché ciascuna delle due operazioni da come ri-
sultato un tensore. Mantenendo le notazioni della definizione precedente il tensore risultante appartiene a E™™P S_qh—q Eip,
essendo p + g il numero delle saturazioni.

1166 r = 5 = 1 il risultato & un elemento di E%g = R, cio’® un numero che non dipende dalla base: uno scalare intrinseco.
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1.7 Criterio di tensorialita

Si & visto nei paragrafi precedenti che se si associano ad ogni base ey, e, ... e, di Ey, n™tS numeri reali 7%, S
questi ultimi si possono considerare le componenti di un tensore di E"; se e solo se, al variare della base sono verificate
le (1.36) (1.37). Tuttavia questa condizione non & sempre agevole da verificare e normalmente si utilizza un criterio che
richiede calcoli pilt semplici.

Si procede nel seguente modo: si considera uno spazio tensoriale E"y, se S & il generico tensore di E*, di componenti
nella base assegnata SP1+-Ph, . . si esegue un’operazione di moltiplicazione contratta tra le componenti di Sele
quantita introdotte primal2, ciog si considerano le n™*h=1+s+h=1 quantita

12,0 enslr . P1,.-,Ph — 02, . QP1;---:Ph . 13
H Tle-A.Js‘ g2,---,9k =T TJl:---a]sS 2,425--+59k? (1'42)

o

allora si dimostra che

Teorema 1.7.1 T, . sono le componenti di un tensore se e solo se lo sono le quantitd al primo membro della
1.42, per ogni S € EPy,.

La condizione & ovviamente necessaria perche, per quanto visto nella sezione precedente, la moltiplicazione tensoriale
contratta tra due tensori di come risultato un tensore. Dimostriamo la sufficienza in un casi particolari, utilizzando

diverse saturazioni'4:

1. r=1, 5 =2, scegliendo h =1 e k = 0 e saturando il primo indice di covarianza.
2. 7=1, s =2, scegliendo h =2 e k =1 e saturando gli indici ordinatamente.

1. In ogni base ey, ey, ..., e,, vengono assegnate n® quantita T tali che comunque si scelga un vettore v = v'e;, le
n? quantitd H?; = T"%;,v’ sono le componenti di un tensore. Se si considera una nuova base e'1,€’s,. .., €, e si denotano
con l'apice tutte le quantitd definite nella nuova base, tenendo conto della tensorialita sia di H i che di v7 e delle (1.36),
(1.37)

Tt = HT = B AR H'y = BT, AT 0] = BTy AR T A0 o™
da cui
(@s — BLAR ATRTE 0/ =0,

15

Poiche il vettore v e quindi le sue componenti sono arbitrarie*, si ottiene
Ty = BYAL AT (1.43)
2. In ogni base ey, e, . . ., €y, vengono assegnate n® quantita 7", tali che comunque si scelga un tensore di componenti

S, allora H = Tiijjki sia un tensore di E%, cio¢ uno scalare intrinseco (non dipendente dalla base). Tenendo conto
di queste ipotesi e delle (1.36), (1.37), si ha

Tl'rtssltsr 1 HI T TZ]kS]k’L = TijkAthksBTiS,tsT

da cui

(T'ss — TP 1 A7, A¥B;)S'7%, = 0.

Poiche S e quindi le sue componenti sono arbitrarie, si ottiene nuovamente la (1.43).

1.8 Tensore metrico

Definizione 1.8.1 Assegnato uno spazio vettoriale E,, un tensore doppio covariante g, si chiama tensore metrico o
metrica, se

1. ¢ simmetrico: Yu,v € E, g(u,v) = g(v,u);

2. ¢é non degenere: g(u,v) =0 YveE,=u=0.

124yviamente E", si sceglie in maniera tale che questo sia possibile: se per esempio r = 0 allora deve essere almeno h = 1.

13)a scelta degli indici saturati & stata fatta per semplicita di scrittura, ovviamente si poteva fare una qualunque altra scelta. Si potevano
saturare anche pill coppie di indici.

1415 tecnica dimostrativa usata in questi casi & identica a quella che si adotta in tutti gli altri casi e nel caso pit generale, I'unica differenza
¢ la lunghezza delle espressioni che intervengono.

15pasta prendere v’ = 5k



Fissata una base e1, €s, ..., e, di E, e denotate con g;; = g(e;, e;) le componenti di g in tale base, allora la condizione
2 della definizione precedente & equivalente a:

(Vo7 gijuiv’ =0 — ' =0) & (giju’ =0— u’ =0) & det|gy;| # 0. (1.44)

Quindi, tenendo conto anche di quanto specificato per i tensori simmetrici nella sezione 3, si pud concludere che le
componenti di un tensore metrico, formano una matrice simmetrica e non degenere. E viceversa gli elementi di ogni
matrice simmetrica e non degenere possono essere considerati le componenti di un tensore metrico in una base assegnata.
Posto:

u-v=g(u,v) (1.45)
& immediato verificare che, stante la definizione 20, la (1.45) verifica gli assiomi che definiscono il prodotto scalare e quindi,
in particolare, & possibile definire il quadrato del generico vettore v € Ey: v2 =v-v, il modulo di v: |v|=+/|v-V|, il
coseno dell’angolo ¢ formato da due vettori u,v € E, di modulo non nullo: cos(¢) = E‘%‘l‘ e la condizione di ortogonalita

tra due vettori: u-v = 0.
Definizione 1.8.2 Uno spazio vettoriale con un tensore metrico si chiame euclideo.

Comunque la definizione 20 non esclude che un vettore non nullo possa avere modulo nullo e percid essere ortogonale
a se stesso, quindi non & applicabile in un contesto geometrico dove le distanze hanno la forma pitagorica. Perché questo
sia possibile, la 2 della definizione 20 deve essere sostituita dalla

Yue E, g(u,u)>0 e g(u,u)=0=u=0. (1.46)

Ovviamente la (1.46) & piti restrittiva della 2 della definizione 20, infatti stante la (1.46) se g(u,v) = 0 Vv € E,, in
particolare g(u,u) = 0 e quindi u = 0. La (1.46) & equivalente ad affermare che in ogni base, le componenti g;; di g,
devono verificare la condizione g;juiu? > 0 vul € R e gijuin! =0 = u? = 0, quindi la forma quadratica g;;u’u’ deve
essere definita positiva, ed in particolare det ||g;;|| > 0.

Definizione 1.8.3 Uno spazio vettoriale con una metrica verificante la (1.46) si chiama propriamente euclideo e la
metrica euclidea. In caso contrario lo spazio vettoriale si chiama pseudo euclideo e la metrica pseudo euclidea.

Tornando al caso generale, si pué dimostrare il seguente

Teorema 1.8.1 E sempre possibile determinare una base ey, e, ...,e, di E,, tale che
+1 sei=j
o) ey = by = s = g Iy sl 1 ) (1.47)
0 sei#j e e
h—wolte k—wvolte
con h+k =n.

Prima di dimostrare il teorama conviene dimostrare alcuni lemmi.

Lemma 1.8.1 E sempre possibile determinare un vettore e € E,, tale che e - e # 0.

Dimostrazione. Infatti, se cid non fosse vero, il quadrato di ogni vettore di E, ‘dovrebbe essere nullo, ma, in questo caso,
per la
1
uv=o [(u+v) (u+v)—(u=v): (u—v)]

che si dimostra facilmente applicando la proprietd distributiva al secondo menbro, il prodotto scalare di due vettori
qualunque di E,, dovrebbe essere nullo, il che contraddice la (2) della definizione 20. U

Lemma 1.8.2 Se e € E,, ha modulo non nullo, allora l’insieme H = {u € E, | e-u =0} é un sottospazio vettoriale di
FE,, di dimensione n — 1.

Dimostrazione. Se a, 8 € Reu,v € H allorae- (au+pBv) = ae-u+pe-v =0, quindi au+ fv € H, questo dimostra che
H & un sottospazio vettoriale di E,. Denotata con p la dimensione di H, poich¢ e ¢ H, chiaramente p < n, e supponiamo

per assurdo che sia p < n — 1. Sia ej,...,ep una base di H ed aggiungiamo ad essi altri n — p vettorl epy1,...,€n
in modo che insieme costituiscano una base di E,. Sia v = vp+1ep+1 + ...+ v"e,, poiche¢ v ¢ H (altrimenti i vettori
€1,...,€n,€pt1,. .. €y, sarebbero linearmente dipendenti) da e - v = 0 segue che v = 0 e quindi pPTl = ... =" = 0.

D’altra parte 'equazione e -v = vP*le-epy1 + - +v"e- e, = 0 nelle n — p > 1 incognite vPTLl .. 9™ ed a coifficienti non
nulli, ammette certamente soluzioni diverse da quella nulla. Si & cosi arrivati ad una contraddizione determinata dall’aver
supposto p < n — 1, quindi deve essere p =n — 1. O
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Dimostrazione Teorema 1.8.1. Utilizzando il lemma 1.8.1 scegliamo un vettore €'y € E,, tale che e’; -e’; # 0. Denotiamo
con H,_; l'insieme d1 tutti i vettou ortogonali ad e’ L che pe1 il lemma 1.8.2 & un sottospazio di E,, di dimensione n — 1.

Introdotta una base €5, ... ,€", in H,_1, allorae’y,e”s, ..., e", & una base di E,, infatti da A;e’ 1+)\2e”2+ +Ane’, =0
moltiplicando scalarmente ambo i membri per €1, si tlova )\16 1-€1 =0dacui \; =0, quindi A\ge’s +-- -+ Ae”’, =0,
da cui Ay = -+ = A\, = 0. Cosf, tenendo conto che €y - €”; = 0, le conponenti di g in questa base sono:
g1 o0 0
0 g2 ... Gon
lgi;1l =
0 gn2 --- Gnn

quindi la matrice
922 .- Q2n
(1.48)

gn2 s Inn

ha determinante eguale a dLg”l‘?L” # 0 ed essendo simmetrica, definisce un prodotto scalare su H,—;. A questo punto il
discorso fatto su E, si pud ripetere su H,_1: per il lemma 1.8.1, si pud sceglie un vettore e’s € Hy,—1, di modulo non
nullo, si introduce il sottospazio H,_5 dei vettori di Hy,_1 ad esso ortogonali, si fa vedere che la restrizione a H,_5 del
prodotto scalare su H,_; definisce un prodotto scalare su H, 3, quindi ancora per il lemma 1.8.1 si puo scegliere su

H,,_5 un vettore '3 di modulo non nullo e ortogonale ai precedenti. Iterando questo ragionamento si arrivano a costruire

n vettori /1, €’s,...,€, a due a due ortogonali. 16 Allora si dimostra che i vettorl oltre ad essere a due a due ortogonali
sono anche linearmente indipendenti, infatti se A\;e’; = 0 allora 0 = Ae'; =" =N 6U quindi M = 0. E stata cosi
costruita una base ortogonale. I vettori e; = IZ—:I sono quelli cercati, infattl sei £ j e e = |:,1_"”i,j| = 0, invece
e; e = ——li,;:z,il === D
Definizione 1.8.4 Una base verificante la (1.47)si chiama base ortonormale.
Teorema 1.8.2 I numeri h e k nella (1.47) non dipendono dalla particolare base ortonormale scelta.
Dimostrazione. Supponiamo che e1, €z,...,e, sia una base in cui vale la (1.47) e €'1,€’s,..., €', u'altra base in cui
g(ei,e;) =28 & |gil = diag(-1,-1,...,-1,1,1,...,1)
p—wvolte g—volte
e supponiamo per assurdo che h # p, per esempio h < p. Consideriamo una terza base e”1,€"s,...,e"n, legata alle prime
due dalle _
e”i = A’jei, e”i = Clje'i.
Sia v = v'e; = v'e’; = v""'e"; € E,, allora, per la (1.5), si ha:
vt = A ot = O (1.49)

Se imponiamo che

vi=..=0h=0 e PP1=...,0"=0 (1.50)
allora per la (1.49) si ottiene il sistema A';0™ = 0,..., A0 =0, CP*1 0" =0,...,C"v "i = 0, che & un sistema
omogeneo di A+n—p < n equazione nelle n 1ncogmte v’” che per il teorema di Rouche—Capelh ammette solumom diverse da
quella nulla. Cosi ogni soluzione non nulla delle precedent1 equazioni determina le componenti nella base €”1,€”s,...,€e",
di un vettore v # 0 che verifica le equazioni (1.50). Ma tale vettore non puo esistere percheé se calcoliamo g(v, v) nella
prima base otteniamo pht1? + -4+ v"% > 0, mentre nella seconda base B e e 0, che & ovviamente assurdo

perche il valore di g(v,Vv) non pub dipendere dalla base. [J

Definizione 1.8.5 Si chiama segnatura di un tensore metrico, il numero k — h.

Chiaramente per una metrica euclidea h = 0 e kK = n quindi la segnatura & n.

165 necessita di puntualizzare che la restrizione, ad ogni sottospazio Hp, del prodotto scalare su En definisce effettivamente un prodotto
scalare, deriva dal fatto che rispetto al prodotto scalare su Ep, esistono sottospazi in cui tutti i vettori hanno modulo nullo.
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Definizione 1.8.6 Un tensore metrico si chiama lorentziano o metrica di Lorentz se la segnatura é n—2 : ||gi;|| =
diag(—1, 1,1,...,1).
N— —

(n—1)—wolte

In una metrica di Lorentz i vettori possono aver modulo positivo, negativo o nullo. Infatti se prendiamo una base
ortonormale ej,es,...,e, di E,, allora g(e;,e1) = g1 = —1, per i # 1 g(e;,e;) = gis = 1 e gler +e,e1 + e;) =
g(el,el) =+ g(ei,ei) + 2g(e1,ei) =—-14+1+0=0.

Definizione 1.8.7 Se g é una metrica di Lorentz, un vettore v € E, si chiama vettore di tipo tempo se g(v,v) <0,
vettore di tipo spazio se g(v,v) > 0, vettore di tipo luce o vettore di tipo nullo se g(v,v) =0.

1.9 Operazioni di innalzamento e abbassamento degli indici

Teorema 1.9.1 Sia E, uno spazio vettoriale e g una metrica su E,,. Allora g determina un isomorfismo tra E,, e J B

Dimostrazione. Vv € E,, consideriamo I’applicazione o(v) : E, — R definita dalla seguente legge di corrispondenza:
Vue E, (o(v))(u)=g(v,u). (1.51)

Dalla linearita di g rispetto alla seconda variabile segue la linearita di o(v), quindi o(v) € E*,, di conseguenza resta
definita Papplicazione o : E, — E*,. Dalla linearita di g rispetto alla prima variabile segue la linearita di 0. Inoltre o &
iniettiva, infatti se v € B, & tale che o(v) =0, allora da questa, dalla (1.51) e dalla 2 della definizione 20

Vvue E, (c(v))(uy=0&VYueE, g(v,u)=0=v=0.
Da quanto fino ad ora dimostrato e dal lemma 1.2.1, segue la tesi. [

Sia, ora, €1, es,...,e, una base di E,, e e',e?,...,e" la base duale, se v = v'e;,u = u’e; € By, allora (0(v))(u) =
g(v,u) = giviu = gi;v'e? (u), quindi T :
o(v) = gijv'e’ = (a(v)); = giv". (1.52)

Definizione 1.9.1 Se v € E,, ha componenti (controvarianti) v* in una data base, allora
V= gij’Ui (153)
si chiamano componeti covarianti di v.

La definizione precedente & motivata dal fatto che le (1.53) sono le componenti della forma lineare associata a v
dall’isomorfismo o. Si dice anche che nella (1.53) le componenti del tensore metrico fanno abbassare I’indice delle
componenti controvarianti di v.

L’operazione di abbassamento degli indici si pud estendere ai tensori. Supponiamo tanto per fissare le idee che
T € E, ® E,," allora fissata una base ej,ey,...,e, di E,, poiché per la (1.52), o(ep) = gij0tnel = gnj€’, possiamo
considerare la corrispondenza:

T=TYe;® e; —* Tijo(ei) ®e; = Tijgiheh ®e;j

che associa a T il tensore di E*,, ® E,, di componenti
Ty’ = ginTY. (1.54)

La stessa motivazione che ha portato a considerare i primi membri delle (1.53) come componenti di v, porta a chiamare
le quantita definite dalla (1.54), componenti una volta covarianti e una volta controvarianti del tensore 7'. Si dice, inoltre,
che nella (1.54), il tensore metrico ha abbassato il primo indice di controvarianza di T'.
La stessa operazione si pud fare sul secondo indice di controvarianza anzicche sul primo: e gthih o su entrambi:
Ti; = gihgj;cThk. Nella stessa maniera si possono fare abbassare gli indici di controvarianza di un tensore qualunque.
Poiche, come si & visto nella sezione precedente, la matrice ||g;;|| & non degenere, possiamo considerare la matrice
inversa ||y*||, allora per la (1.53)
Yy = Y gipol = Sl = vt (1.55)
La (1.55) & I'invera della (1.53) ed esprime le componenti controvarianti in funzione di quelle covarianti. Analogamente
si puod invertire la (1.54):
AFPTT = R g, T = kT = Tk (1.56)

17anche qui la descrizione, fatta in un caso particolare, non & limitativa, perché ogni altro caso si tratta alla stessa maniera
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cosi come si ottiene anche: T% = ik Ty,

Quindi, mentre le g;;, fanno abbassare gli indici di controvarianza, gli elementi della matrice inversa v¥, fanno alzare
gli indici di covarianza.

Si vede immediatamente, applicando il criterio di tensorialita alla (1.55) o alla (1.56), che le ~% sono le componenti
di un tensore doppio controvariante, ma sono qualcosa di pill, come dimostra il seguente calcolo delle compomnenti
controvarianti di g;;:

g = yhigkig = gk, = Ak, (1.57)

Possiamo cosi concludere, che gli elementi della matrice inversa di g;;, sono le componenti controvarianti di g. Quindi le
formule (1.55) e (1.56) si possono riscrivere cosi:

i ij ij ihm j
’U:gjvja szg T'hj-
Le componenti miste del tensore metrico sono:
i ik e
g';=9"gn; =8
Chiaramente le operazioni di abbassamento e di innalzamento degli indici possono essere estese a tensori arbitrari.

Per esempio:
jhk iq -hr k
T = 6,079 g*s TP s

1.10 Trasformazioni ortogonali

Ogni tensore T € E, ® E*, determina una applicazione 7 : E, — E, nel seguente modo: Vv € B, T(v) =T v,
dove T - v & il prodotto tensoriale contratto tra 7' e v, che & un tensore una volta controvariante, quindi un elemento di
E,. Se ey, es,...,e, & una base di E,, v =1v'e; e T =T"je; ® ¢/, allora 7(v) = T*;v’e;. L’applicazione cosi definita &
ovviamente lineare:

Va,B € R Yv,u€ E, 7(av+pu)=T"(a’ 4 ful)e; = aT jvle; + BT ule; = ar(v) + Br(u).

Definizione 1.10.1 Se E,, ¢ uno spazio euclideo, l’applicazione introdotta sopra, si chiama trasformazione ortogonale
o isometria se non altera il prodotto scalare:

Yv,ue B, 7(v) -7(u)=v-u. (1.58)
L’insieme delle trasformazioni ortogonali di E, relativamente ad una metrica g, verrd denotato con il simbolo O(g,n).

In una data base di E,, la 1.58 si scrive: gi; T pv"T7puf = gprvPu® quindi (gi;ThT7k — gnk)vuF = 0, poiche

quest’ultima deve valere per ogni coppia di vettori v e u, ne segue:

9i; T*h Tk = Ghk- (1.59)
Teorema 1.10.1 L’insieme O(g,n) con l'operazione di composizione di applicazioni € un gruppo.
Dimostrazione. Se 1,7 € O(g,n), (To7')(v)-(ro7’)(u) = 7(v)-7(u) = v-u quindi 707’ é una trasformazione ortogonale
su E,. L'elemento unith & la trasformazione identica, inoltre la (1.58) implica che ogni trasformazione ortogonale 7
trasforma una base ortonormale in n vettori ortonormali e quindi in una base ortonormale, questo implica che & un
isomorfismo e in quanto tale, invertibile; la sua inversa 7~! moltiplicata per 7 da I’elemento unita. O

In una data base, Poperazione di prodotto é espressa da 7o 7/(v) = 7(7'(v'e;)) = T(T"jv7e;) = T, 1" ;v9e;, quindi
¢ definita dal tensore : .

St =TT (1.60)
questo significa che la moltiplicazione tra 7 e 7/ corrisponde ad una moltiplicazione contratta tra i tensori T e T’ che le
definiscono o equivalentemente al prodotto riga per colonna delle matrici che li rappresentano. Poiche O(g,n) & chiuso
rispetto alla motiplicazione allora il tensore definito dalla (1.60) deve verificare la (1.59) quando T' e T" la verificano.
Questo pud anche essere dimostrato direttamente: g;;5°pS7y = gijT’pT'pthqT’q;C = Gugd PR T %5 = Ghk:

Ci sono due casi particolarmente importanti di trasformazioni ortogonali: quando g & una metrica propriamente
euclidea e quando & una metrica di Lorentz. Nel primo caso, la (1.59) calcolata in una base ortogonale, diventa: Opx =
0T Ty = Yor i T, T"k, questo significa che I'operazione di prodotto colonna per colonna della matrice || T%;|| per se
stessa, da come risultato la matrice identita, quindi I'inversa di ||T%;|| & la sua trasposta, in questo caso O(g,n) & il gruppo
delle matrici ortogonali (rotazioni). Nel secondo caso , fissata una base ortonorma le e denotate con ||7;;|| le corrispondenti
componenti del tensore metrico, per quanto si & visto nei paragrafi precedenti, si ha:

(n—1)—volte

Le matrici che verificano la (1.59) sono quelle per cui: nijTith & = nhe. 1l gruppo O(g,n), in questo caso si chiama
gruppo di Lorentz omogeneo, si indica con L(n). Gli elementi di L(n) si chiamano trasformazioni di Lorentz.
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