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Censideriame lo spazie puntuale affine E;' _euclideo arientate p031t1v
o) =
mente e consideriamo in esse un insieme anerto 11

@ :;;:,L;:..'_Zfi f;i‘_‘_"_"_ﬁ'_' e e N T .Z_"." e T
e W . Bl P20 W o

S A S e T‘;‘*__\L e e e )

,v——un camne -vetteriale 2 -una lepge che ad ognl punto ~Pel). assoc1a un v-tto

N

=¥ 455 .--Farmalm-nte, dunque, un - campo vetter1ale e un' applicazzone-

'_.":T, . __ SRR PRSI T _.Eg . _"__ ':_Z: LN PR T R

"~ TTUs esempie pana@alqgfcampo vettoriale ¥

. .

ekl campo ‘della gravité Ad og

s ] punto di una certa regiome di spazie viene asseciate in questo. case il ve

tore.acceleraz1ene di grav1té Ty S i

----- Tra le arma+ure d1 un condensatoro, per esemplo, qhando V1~ne stab111t

-una’ dlfferenza di pote121al ¢ definite il campe elettrlco. P o

Si deflnlsceno llnee d; flusso di un caﬁne vetteriale gn;;;;_égizé ;he

._gadono della proprleté _di avere ia ognl pﬁnta écme tanggnte i‘veutorz dl

-

campo- i

- et s ot s et e e m—— o ——— Vo - e man ksl e o bt it e o e PR
0

Esemnlo. Con-1der1amo un campo centralo (in cu1, 01sé tutti 3! Vetter

- - — - - -— S ¢ — - ——— — b ek - - -
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sene diretti verse un centre), in queste case tutte _le_‘_li'nee di flusse sene.

quelle che passano per il centro (e costituiscone una stella di rette):

ot e ——— — SRR (S
L] i

— Per- 1l(ca.mpo magnetico gcnerato da un file porcorso da corrente) le linee

e 2 -l\

di flusso seno delle c:.rconferenze concentrzche' R e SRR
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I camp:l equipro:nettivi sonc molto 1mportant:t-"come vedremo, sia nella teiw

Tria doi mementi dei vettori a'opllcati, s:xa nella teerla dei meti ri,oidi.

---Un campe equlpr01ettivo & tale che, se r‘onsiderlamo due punti P : Q -

d:.s-tin't:., ed. iL segmen'bo;cingiungentc P . con .. Q Sy le proiaz:.ozu dei vetto-

ri VP ‘y_Q _su questo segmento “sexe. ugual:., ovvero-f" o AR
. ..__-:'..“:T::.._—:_'_;'.:.i: v(P) (P Q) (P Q) = .—:j—.:_;'.“_'_ e O

e Por’t:.amo un esemnlo di campo equipre:.ett:.vo.: Cansideriamo 11 seguente

ca.mpo vettor"ale. S S N e e e

e A T L b e s s @




= "—;*:::s'——'—‘-*— S = . -; T
(I) L_P Yo + 2% (P-0) - TS
‘essends 0 un punte fisse ed a un veitere i

0 un pun‘to fisso ed

a un vettere costante.

Dimestriame che

-ste introdotto é ua. campa equ:.praiettivc.

" pe in um 'punto Q distinte da P T

‘A queste sceope calceliame il

re ‘E?_i:_‘::‘ T ‘Eo._t‘_‘_ "_ (a- ‘?’__-_‘ R
- -_ ‘—;ottraando membro a me;ﬁbro_—]:a —(E)— dalla- (I”)-_—;i“hu'“ o _‘_“—-— —*t“
T T eveen v e < (R -Q) _“" e iC R

Preiettiame questa ugﬁéglismza. s_ullav'_'c_ongi_ungente'

~ cemsideriame il predette scalare ai ambo____i_’me_mb’ri' per

P cen Q,
(P-Qq) :

X

b i
"7 da cui preprie: = - AT
Y s el e :
Teeorema

Oga":i'."'can'xpo 'equliproiettivo d del tipe:

& s@vw EON ‘?rm

e *‘:T_‘ Tr ‘-’O_f e

Qo pay

€ evs’ ¢ VSRS AV iy

Vo= Vo ¢ AA(P-0) v

e

-Q).
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:_‘moltlpllcando ‘scalarmente ambo i membr1 per il vettore éﬁvs%téniamoi'i__—

que, allo spaEEK/folne é% --Se prendiame in con51der821ene allora im - —

s e e  Te e e e GUC AT P, | R T ek = 4 T o L ot Sy T ey e o T T -—-7;-
i e S e el e
10. INVARIANTE ““ALA@EWEQUE§YAR£§§?E VET?OBIAEQ_QINUN LAMPO T~‘QU‘II”:{OIE’J.‘-5v
T1v0. el T Rl e
e e e .T._“TUHHWT,U_Tﬂ<TT._fH_mr
Sia Vv un csampo equ}pr01ett1vo, dlcesi invariante scalare dx ¥ il
geguente prodotto scalare: 'TAH_M__WJL__%. %w_ ;u;. : 1,_;. Eis
o i hE e — ity et e
e L e e e o ,.___.______.__.+_.__ T o

e . i e e

essendo LE il vettore caratter1st1co del campd Il simbolo 1ntrodotto & =
- —_— éf

un- invarlante nel senso che non dlnende dalla scelta del punto P . Preso,q

1nfatt1, un punto Q 613§}9?9,49v“P si nuh sublto dlmostrare che°

S it B o e ey K el e 8 =V e 8 = e —.‘"'_“"""". - sEasis

Ip " 2% 3 ,Ti;)_h.’

e e I_ IR LT e s el

dal- momento che p0351amo scr1Vere"" ‘;“’ff'”*””"““‘"*‘ e e

oo ___ : '—‘_' 1'-223 VP Fax (Q P) } yel i |

+9ie o v LS e T e gy o e e : e e i

ot i e —hsay == Citp s e e e ameemiice = e e e s et @t e mmeimmseemd e

:v .azv ca-’-SX(Q P);a”__.__,.._

e B e i Uk
aa cui nropr1o' - -1
sy = s — g
¥ - Sl e =%

In ogni campo equ1pr01ettivo p0551amo ind1V1duare il vettore costante =

o =H

caratterlstlco a (i1 quale é un vettore libero e non annartiene, dun- -

‘un generlco punto 11 vettore assoclato g » €330 pub sempre essere scom-—-

BN P, - b
pesto in un. vettore cemponente VAV ungo la d1rez1one di -, e& in un -

vettore compqgggfe Mg; lunFo 1a direz1one ertogonale r1spett$ 2 quella

1 individuata.da a : ;ﬁlw.l ‘ & ot i
. s - e S ke = _:.___-_ __ . .-— : e i e -.‘ ; L - Q
e e e e e

R T 5
s $ ki e




_ _ben preciso (il modulo del vettore
_module che non dipende dal punto P

- segnes

.
—— ———— e ———— e —

e Tenuto conto di questa decomposizione, calcolia.mo 1'1nvar1ante scalare

= i =

ed moltre teniamo presente che v// ha 1a a‘bessa direz:.on

:"1':?.

Osserv'1amo, ora, che, siccome I

SEa=

i ey @ iseribim e et en i S

S

X A =t e ._=_ P / oo
R e e T T D —} e 2 _,-.-__\_&}_?-_Tﬁ:. L

¥ un imrariante, ed a & un numero

.2 ), segue che | P.,_B un invariante.
Ovvero il componente parallelo al vettore

a del vettore di campa ha' .

una volta fissato il + o il =~

(e questo discorso vale anche per 11

‘il segno rimane cos‘bante)

v//

verso ed 11 suo modulo non d:l.pendono dal punto

= oh1am:|.amo__1nvariante vettorlale del _campo equipro:.ettlvo

¥y 11 vettor

P

Ypos vettore che, come abbiamo visto, & tale che la sua dlrezione, i1 suo

me et gmcge seiieyes e ey e
3 mp st

vet‘bor:\.ale equlpro:!.ett

- Ci chledlamo adesso se es:.stono reg:x.onl di 8

3 g

——— s . it e

in cui il nostro campe

:af

ive é costante.| Cid equivaife a chiedersi se: esisten

L4 reg10n1 dello spazio per ogm. punto delle quallﬁ abbia v

»Ma vP=vQ se e 30lo se ax(Q Y= i

. ovverol(Q P)//a ‘

P_

La conclus:.one & che esigtono reglom. di Spaz:10 in cui il campo & cost

®te, e sono Eutte le rette parallele al vettore le Pl e

T =
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B ifoiet‘civo ‘ vy @ parallelo “ad. ,5;4 0. 8L questo lucgo 2. una retta naral-

'7:_3'_5 \L g0

1. - Ags? DI o ﬂ_quo "QUIT’ROIETTI‘JO R i e N

. I—’ron.é—sizione.—_E—}s;.;‘t;e'un 1uogo di ﬁur;ti di E in cu:. il campo equ1—,

" lela alla dlrezlqne ai g_ ““che. chiamasi _"asse del campo" < . ..--;._'_.'__...;___.

e ———— T ‘N e ——— e - '_—"."“ ——— e ——

B e SO UL D O NP VS R Y

B Preceden.temen.te abo:.am. viste che su una qua]mque-retfa parallela ad

_q i3 cam‘ao equipraiettiv: ¥ era costante. In narticola.re s&é'aase il

—

campo nen solo 2 cestante ma & _ anche parallelo. ad _ La'dh‘onclusz.one e

S i U __4_,_4.__.—“

“che’ sull'asse il vettere di camno v comc:.de con l'invariante vettoria—

a1 Tp
M= T we e I

s Sy iyt = e I e B e,
In generale, ‘noi, per um. generxco nunto P ae:tla. regione d:l. spaz:.e in

cui - é deflni‘bo ¥ 11 vet‘bore 5 cornsponden e -pub essere scomposto

ne"lla somma vettorlalﬂ d1 *_7_ x// ’ ed il sue modulo, aunque, saré. da‘to

; &.3.; S e s = 3 — I e e

—

e da qua.nto sopra detto segue che :Ll modulo del vettcre di eampo -v.P & mi-

nime sull'asse del campe. -
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;nuoarun sistema .S sia. rlgldo é.che~.__."_m___,uwmm

_._,Mu‘_-mm mugwwwi\{wf‘ ] SE
un 1sometr1a p051t1va 11 cui campo d1 deflnlz1one é llmltato al soli puntl

del sistema S .

=

Con31der1amo 11 generico punto geometr1co (QGE? _non appartenente alla

asta.- P0831amo pensare ai estendere il campo di deflnlzlone della nostra

— o

"am_appllcaz1one a tutto 1o Spaz1a puntuale 83 in modo da comprende*e anche

A punto 'QA “In questo senso il punto .Q ;Sl dice solidale 2l sistema:

ﬁ_._—__aa

“egso, in “effetti, subisce uno spostamento come se appartenesse al sistema

““"gtesso. Nell'esempio citato, se lo spostamento considerato & di un angolo
. S0. guopeeel UL O

“'"Tf;”éllora il punto Q 8i spesterd dello stesse angolo.
SERE DT e e e e SO 3

(pr uhunsunTs)-__;_m _;;“”mm ERTA S e e
-—-—-—r-“_——'—"
Pren93121one.'-Condlzlone necessaria e suff1c1ente afflnché un moto con

I:P(t) - Q(t)l c?st._

'cidé“héi'ﬁéidﬂii—aisfaﬁié tra q puntl del 51stema si conservano..m

A e ———r et T SRS Ll e -..<,'. B e

"Dimostra21one. /LH) ————-i~w'-=




ﬁronosa.aione}l Il moto d1 un s:.stema matern.ale S- e I‘lgldo = sole
se :glste un rlferlmento or‘tonormale levoglro mobile in cul -le coorchnate
de1 mmt:. d1 S sono costanti (non variano nel tempo) i t-‘j—-—-:_énm

---—-Dimostrlamo che la. cond:.zlone e necessarla. o S SE S
¥ H’p.'i ‘E' dato un sistema S che 'si_"_ mu@ye di moto rigido, B
. Ta, Es:.ste un s:.stema d:L rlferlmento sol:.dale cen 11 SIS‘bgnLL____, @

=0 - sol:.da?n

__43 e re e

con 11 sistema S ,--




P eS per esse avremo:

B el

ro-

T Ma per definizione di moto rigide, durante il mote vengono conservati i

'f"'iarodotti scalari, per cui al variare del tempo 1le xl rimangono costanti,

-4 @ E La conclusione é che es:.ste un rlferlmento ortonormale, solldale con 1|.

s:.s’cema S g AT cu:. 1e coordlnate] del pun i annartenentl ad S rrnan,crono

et cos-tantl' { srmSren e e G G e i e 55 e ;_.!._.._.. e FTN B e R o e
SR e e 25, .

O TR O RN

Dlmostrlamo che la. cond:\.zlone ® sufflc:.ente. o e

1) _.-.-.T'—'HP'. Es:.ste un riferimento ortonormale levogiro mo'b:.le solidale con il
N _1stema. s din cu::. le coordinaue dl un qualsiasi punto del sistem:
: g j_"_“:‘:_’ig_g _s_ol:n.dale con e esso) rimangono cos‘tantl. 5 b B el ey
¢ "_-m_”m’:ﬂ.;..”-m.fl moto del s:.s‘l:ema mater:.ale Sii é rigido-." TR e

F:Lss:.amo ll r::.fer:.mento moblle ortonormale levogiro, d1 origine Q_n(t)

e ‘base &4 (t) {_0(1;) . _9_.(1:)} s in questo riferimento, per 1potes:L, la po

sizione di un quals:.as:. pun‘co é individuata da: _ _ oA

= = [pm = o(t)] o e (t) e

e = ' i s S S o T L -A‘_%:—-:J_— e e o) s

- - -essendo x* costanti. Prendla'no in esame un altro ;:unto Q(’c) 5 saré'
@ T T LR ..._m._ v e o) i = i e R SR = o

°<t’] e -

o [Q(t)

_essendo ¥ ___coqtanrtl. Avremo:

|| e s 6 et B et A S SR RRe SedeieRee A

i e S L S T




e per 11 teorema prncedentemente esposto segue la’ te91.}”

Medlante questo teorema p0591amo af fermare che 1 puntl so11da11 con un

sistema rlgldo sono quei punti le (5}
nto solidale esso stesso ‘con il sistema. '?flzﬁ_ii"Lm_m_

u1 ‘coordinate non variano nel tempo Ti- .
spetto ad un riferime o

Se, ver esempio, come corpo rigido consideriamo la Terra, ‘e prendlamo 4

origine nel ceéntro della ‘Terra , allo-

a superficie della Terra hahgoprdinqtglcostanti;"" L

esame il riferimento solldale ‘con 1"

T ogni punto sull

'@

Questo teorema ci- dh, dunque,‘una“caratterizzazione completa dei moti -

rlgldl, e c1 fornlsce 1'equazlone generQle flnlta del motl rigi é

solldale al 51stema, ortonormale e -

4-

‘-1evog1ro.

Cercheremo n rvgldo rlsnetto ad un__

el segulto d1 caratterlzzare 11 moto

r1xer1mento flSSO-

Sk B

D1c1amo gradl d1 llberth dl un 31stema d1 puntl materlall

Deflnlzlone.
0 d1 parametrl necessari e sufflclentl per uetermlnare comple-

S 11 numer

i
s .l

P | S

1 stant

tamente 11 moto del sistema S ad 0
Se si con31defé; per esemplo, “un punto PtEE iibéié;éé:éééiéffé:éélib

1sogno dai tre pradl di libertd, c1oé ‘delle tre coordinate

a di riferimento flsso,istante per @%@

spazio, avremo b
s

del punto valut?te rispetto ad un smstem

istante.. Se consideriamo, invece, uua punto P che si muove lungo:una gL~




3--conferenza' a- tale nunto competeré un solo grado dl llberté (e ouff1c1ente
g e

riferirsi all'asc1ssa ourv111nea) Se con51d=r1amo un 51stema materiale

formato da due puntl llberl nello snazlo, 11 numero de1 gradl d1 llberté
del 31stema sarh uguale‘a 6 .(3.per ogni punto). Inflne,'con31der1amo un

_sistema di due corpi in “cui il punto. Q¥ 1ibero di muoversi nol‘o spazio,

-

'héntre'il punto P & vincolato a mioversi su di un piane: il sistema avra

5 gradi di llberté_§3 per il punto_:g::é;:g;;ﬁgi;ilupunfo 2 )

:—-_7_ e ._-_ e ! - e

e feneds G o s ie e et e b st

.m..__.Medlante Wa caratterlzza21one fatta precedentemente sui motl rlyldl (son

queﬂl per cui e51ste un . riferimento ortonormale levoglro ‘solidale con il si

. stema rispetto al quale 1e coordlnate di un vunto qualunque del sistema o

solidale: con esso sono costanti) cercheremo di dimostrare _che in generale

il numero di gradi di libertd di un corpo rigido & 6 j m-ﬂ“_;ﬁf“"

- --'- —J.-.... c—tand

" Introduciamo un sistema di riferimento fisgso: T

T e e 1 e e i e el e 3 s et Vo s < i 0

il generico punto.. P<S. . ina i sto riferimento:
e A Ll IS

ed in generale 1e tre coordlnate dl P nel rlferlmento flSSO saranno Tun-

zioni del. tempo, mentre von dlpendono dal tempo nel riferimento solldale..




e :f At ﬁééiéfé:frami_"“m"wd“"}m*"mm';”m“ﬁ' Pk -
Vediamo e rel ione s e coordinate del punto P nel~££2i

rimento solidale e le ¢obr§inat§,dif‘P';ﬁéi:fifériméhtoff1356.dNOSserv1amo__"y

-

che: . _ : = "Z T e TR S e T e e e e S
S —— s i v e el e el .i"‘.__“ =
--A--.--~-——--—----~--, P(t) -o' = P(t) -0+o 0r-=: (t) e. =

ed 11 punto 0, orlglne del r*ferimento selldale, avré certe coordlnate

nel *iferlmento figsos =i ”i“-"'"~"““”%-':~k

e O "(4) o,
mime e e mme er——n vm—w —————— e T .—‘——- ———— : T S j e
—d’altra parte si ha che:»-v~— f ﬁ  et 2.
R T i B(¥) -0 = (t)“"i s o o
A e, e e e ;
e pertanto: . .. X ST ' e S e S L
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