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QUESITO ESERCITAZIONI MATEMATICHE del 16 Maggio 2016

Sia A una matrice simmetrica reale, essendo Ayg = Agq con o, = 1,2,3.
Sia ® una qualsiasi funzione scalare di A, tale che, per tutte le trasformazioni
ortogonali @), si abbia

B(A) = ¢(QAQ") 1)
Provare che il set di scalari {T'r(A),7'r(A?), Tr(A?)} costituisce una base fun-
zionale per la ®(A), ciot che per qualsiasi trasformazione ortogonale (), soddi-
sfacente la (1) avremo:

®(A) = ©(Tr(A), Tr(A%), Tr(A%)

Soluzione. Dato che la matrice A € R33 & simmetrica esiste una matrice
ortogonale P € O(3) tale che

€Xr1 0 0
PAP'=PAP'=|0 2, 0| =D. (2)
0 0 I3
da cui si ha anche
A" = P7'D"P. (3)

La & & invariante per trasformazioni ortogonali quindi
®(A) = ®(PAP™!) = ®(D)

ciot @ dipende soltanto dai tre autovalori x1, %2, Z3.
Per ogni matrice A = (ai;), B = (bi;) € R™™ si ha Tr(AB) = Tr(BA), infatti

n n n n
TT(AB) = Z Z llijbji = Zzbﬁ‘”j ZT’I"(BA) (4)
i=1 j=1 j=1i=1
Utilizzando le (3) e (4) otterremo le seguenti relazioni

z1 + 20+ 23 = Tr(D) = Tr(4)
2? + 123 + 2§ = Tr(D?) = Tr(4%) &
a3 +a} + 23 = Tr(D%) = Tr(4°)

osserviamo che 21, 2, £3 possono essere ottenute in funzione di Tr(A), Tr(A?%), Tr(A3),
infatti facendo le posizioni

s =11+ 22 +23 =Tr(A)
1
g =212 + 2173 + 1273 = 5 {[TT(A)]2 — Tr(A%)}

P = T1T2T3 = % {[Tr(A)] - 3Tr(A4) Tr(A%) +2Tr(A%)}

Z1,Z,x3 sono le soluzioni dell’equazione

2’ — sz’ +qr—p=0

i cui coefficienti possono essere espressi solo in funzione di T'r(A), Tr(A?), Tr(A3%).
O



Nota della redazione: Il sistema (5) pué essere risolto utilizzando esplici-
tamente le ben note relazioni di Newton-Girard. Infatti dato il piti generale
sistema

Ti+z2+23 4+ +2Tn =51
2} +2f+af+ o tan =5 (©)

o + oy +ag+--+an="5n

é possibile provare che le soluzioni x1, %2, %3, - - - Zn, del sistema (6) sono le radici
della equazione algebrica di grado n

apr" +ara™ M apa" +Fapi1z4+a, =0 con ag#0. (7)

dove per mezzo delle relazioni di Newton-Girard si ottiene

apgS1=—a
apSa+ 0181 =—-2az
oS3+ ay Sy +axSi = —3as (8)

Qo Sn + Sn,*l + a2 Sn—2 + -t an Sl = —Nan

da cui, banalmente, si ha che tutte le quantitd {a1/co, ag/ap, - an/ag} po-
tranno sempre essere espresse in funzione delle S. Conseguentemente tutte le
radici {z1, 2, -2} del polinomio (7) (e quindi le soluzioni del sistema (6))
saranno espresse in termini delle quantitd {51, S2,- -+ Sn}-
Cosi , ad esempio, per n. = 3 avremo

o1 Qg

@ _ o _ 1 g o3 _ 1 ga_
ao—— S1, aO—Z(Sl SQ), Ot()_ 6(S1 35152+283),

dove identificando con S; = Tr(A), Sy = Tr(A?) ed S3 = Tr(A®) otterremo il
risultato precedente.

Quanto appena detto ci consente, banalmente, di generalizzare la dimostrazione
del quesito proposto quando a, 8 =1, -+ - ,n. Infatti, utilizzando le relazioni (1)-
(4), (6)-(8) ed identificando con 51 = Tr(A), So = Tr(A?), - Sp = Tr(A™), é
immediato provare che, per qualsiasi trasformazione ortogonale Q soddisfacente
la (1), in questo caso si avra

d(A)=2 (T’I"A, TrAZ% ..., TrA™).






mando si trova

1.,n n -
2 aIJX Aj =q X X:X:
i,] i={
" —_—
che,essendo I AN #0, si puo’ scrivere
1=1
1 . n 1 n
1 - l — —_
o = — E dljk ihj = — % aJ'lK X} =q
) )\l)\l. ) -)\1.7\1'
i,7 1,

Il numero o e’ pertanto reale.

24.- Sidice che una espressione razionale . intera
f(x;,%x5,-..%xn) e’ una funzione simmetrica di X1 5 Koo o« .,

Xn se 1l suo valore non si altera per una qualunque per-

mutazione delle variabili. In simboli

f(x.

i Xj,oeeeaX; = %y %0405 %Xn)

essendo 1;,15,...,1n una qualunque permutazione degli
indici 1,2,...

y .

Sono, ad esempio, funzioni simmetriche di x,, x,, x,,le

seguenti

X3 Xo * XqXg + X5Xg4

(x1 - x2)2 (x1 == xa)z(xz“xs)2

Le note relazioni fra le radici e i coefficienti di u-
na equazione algebrica mostrano che: i coefficienti di
una equazione sono funzioni simmetriche delle sue.radi

¢t e, di conseguenza: ogni espressione razionales dei
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e’ simmetrica delle radici

coefficienti funzione

Inversamente si dimostra che ogni funzione sim

trica (razionale intera) delle radici di un’equazio

si esprime in funzione razionale dei coefficienti.

Si giunge a guesto risultato dimostrando dapprin
che si esprimono in funzione razionale intera dei ¢
N S

ficienti le yarticolari funzion:

k
Un

che sono somme di potenze simili delle n

equazione algebricd (di grado n) considerata :

n
agx

n-1 n-2
* 32x

+a,x +...+tap-yx*tay = 0.

Si trovano le seguenti relazioni di Newton -Girar

apSi, — daj
ags, ta;s;, - 2a,

(8) {agsg + a;s, * ass; - Ba,
agSp.1 Yt a3 sSn_o * ...%F an_28;4 —(n‘l)an-1
apsn t a;sp.y ... tag_48, tan so = 0
apSn+1 * @815y * .. .%ap_ 18, tans: =0

(BY) e e e
apSp+m * 31Sp+m-1%...tap- 4 Sp+1+ansa= 0

Si not1

che le relazioni (5)

e

mogenece rispetto ai coefficienti ag,

Dossono percio’

servire ad esprimere 1 valori .dea

(57)

sono linea

ai, Qg 5« .-

ot SR
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; a, a9 s . .
porty — , — ,.... 1n funzione razionale delle Sy -
ag a, 0 .

Si1 ha, ad esempio

ay a8, 1 2

—— = Sl ' == & (S\\i_ 52)
ap ao 2

ag 3

1
— = —'g (sy — 8sys, * 2s5)...

a0

Si puo’,servendosi di tali formole, scrivere 1’egqua -
zione quando si conoscono le somme delle potenze si-

mili delle radici.

25.- Costruire e risolvere l’equazioné di quar-

to grado per la quale si ha
Posto ag =1 si trova:

L'equazione cercata e’ dunque
4
x -1 =0

e le sue radici sono: 1., -1, i, -i. 4

25 - Dette x;, °x, le radici di un’equazione di se
condo grado, trovare la condizione perche’il punto di
coordinate (x,,x,) Sia su una circonferenza di cen-

tro nell’origine e raggio R .
Detta
2
x +a;x+a, =0

l1’equazione,si trova:

321— 2 82‘ = Rz-.




