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Discretizzazione di un sistema

L’operazione di discretizzazione implica “campionare” tutti i segnali con
un intervallo di tempo prefissato ∆T

La derivata diventa rapporto incrementale (approssimazione del
primo ordine)

x(t), t ∈ R ⇒ x(k∆T ), k ∈ N

ẋ(t), t ∈ R ⇒ x((k + 1)∆T )− x(k∆T )

∆T
, k ∈ N

x(t) ⇒ x(k)

ẋ(t) ⇒ x(k + 1)− x(k)

∆T
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Discretizzazione di un sistema

Il sistema {
ẋ = Ax + Bu
y = Cx

discretizzato con tempo di campionamento T diventa:{ x(k+1)−x(k)
∆T = Ax(k) + Bu(k)

y(k) = Cx(k){
x(k + 1)− x(k) = A∆Tx(k) + B∆Tu(k)

y(k) = Cx(k){
x(k + 1) = (A∆T + I)x(k) + B∆Tu(k)

y(k) = Cx(k)
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Discretizzazione di un sistema

Il sistema {
ẋ = Ax + Bu
y = Cx

discretizzato con tempo di campionamento T diventa:{
x(k + 1) = A′x(k) + B′u(k)

y(k) = Cx(k)

dove:

A′ = A∆T + I
B′ = B∆T

Sebbene la forma analitica sia diversa, i due sistemi sono
equivalenti
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Sistemi discreti

In un sistema discreto:{
x(k + 1) = A′x(k) + B′u(k)

y(k) = Cx(k)

scompare l’equazione differenziale che descrive l’evoluzione
dello stato nel tempo

Essa è sostituita dalla equazione alle differenze:

x(k + 1) = A′x(k) + B′u(k)

che indica qual è il valore che assumerà lo stato al successivo
istante di campionamento (legge di aggiornamento dello stato)
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Esempio: Massa

Consideriamo il sistema “massa”:
{

v̇ = − b
M v + 1

M f
ṗ = v

Applichiamo l’approssimazione con il rapporto incrementale:{
v(k+1)−v(k)

∆T = − b
M v(k) + 1

M f (k)
p(k+1)−p(k)

∆T = v(k)

Da cui: {
v(k + 1) = (1− b∆T

M )v(k) + ∆T
M f (k)

p(k + 1) = p(k) + v(k)∆T
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Esempio: Pendolo

Consideriamo il sistema “pendolo:
{

θ̇ = ω

ω̇ = −gθ − b
Mω + 1

M f
Applichiamo l’approssimazione con il rapporto incrementale:{

θ(k+1)−θ(k)
∆T = ω(k)

ω(k+1)−ω(k)
∆T = −gθ(k)− b

Mω(k) + 1
M f (k)

Da cui:{
θ(k + 1) = θ(k) + ω(k)∆T
ω(k + 1) = (1− b∆T

M )ω(k)− g∆Tθ(k) + ∆T
M f (k)
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