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Manipolatore Robotico

@ Un manipolatore & un sistema robotico costituito da un insieme di
bracci connessi da opportuni giunti di movimento
@ Un manipolatore & detto:
@ seriale (foto a sinistra) se i giunti sono connessi in cascata (e
quindi dipendono 'uno dall’altro in serie)
@ parallelo (foto al centro) se i giunti sono indipendenti
@ Ad un manipolatore ¢ in genere collegato un end-effector (foto a

destra), cioe l'utensile necessario per effettuare il tipo specifico di
manipolazione (pinza, fresa, spruzzatore, ventosa, etc.)
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Spazio e Sistemi di Riferimento

@ Ogni manipolatore robotico presenta tre sistemi di riferimento:

@ il sistema solidale con la base (base frame), di tipo cartesiano

@ il sistema solidale con I’end-effector (tool frame), di tipo
cartesiano

@ il sistema delle variabili di giunto, non cartesiano; esse
rappresentano la posizione di ogni giunto del manipolatore; nel
caso in figura, le variabili di giunto sono gli angoli 1, 2, 3 e 4 che
ogni braccio forma con il successivo

4
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Corrado Santoro Cinematica dei Manipolatori



Spazio e Sistemi di Riferimento

@ Lo spazio di giunto € quello che noi possiamo controllare (possiamo
impostare le posizioni degli angoli di ogni giunto)
@ Lo spazio della base (base frame) & invece il sistema di riferimento di
“lavoro” del manipolatore
@ |l controllo di un manipolatore implica dunque trovare i valori delle
variabili di giunto che permettono all’end-effector di raggiungere una
posizione specificata nel base frame
@ |In altre parole, dette:
® {Qg1,Q2, ..., Qqn} le variabili di giunto
o e{x,y,z,0,¢,1} la posa del manipolatore, in termini di posizione
{x,y, z} dell’end-effector nel base frame e rotazione {6, ¢, ¢}
rispetto al base frame
@ il problema ¢ trovare la trasformazione T ()

{q1’q27"'7qn} = T(X7y7z’97¢7¢)
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Esempio in 2D

@ |l manipolatore in figura & detto manipolatore planare, perché il suo
base frame ¢ in due dimensioni (un piano)

@ Lesempio mostra tre giunti, due bracci e un end-effector

@ La posa dell'end-effector { X;, Y;, o} & rappresentata dalla posizione
{X:, Yi} del suo giunto e dall'angolo « formato con I'asse x

@ Le variabili di giunto sono gli angoli che ogni braccio forma con il
successivo {6+, 0>, 03}

tn"eta3 end-effector

alpha

thetal
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Problema Cinematico Diretto e Inverso

@ Cinematica Diretta: data la posizione nello spazio dei giunti
{641,062, 03}, trovare la trasformazione T tale che:

{)(f7 Yt,a} = TD(91792793)

@ Cinematica Inversa: data la posa nel base frame { X, Y;, a}, trovare la
trasformazione T; tale che:

{01,02,03} = T)(X:, Y, )

@ Entrambi i problemi si affrontano applicando le formule delle
roto-traslazioni

theta3 end-effector

alpha

thetal
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Roto-traslazioni in 2D

@ Siano dati il sistema di riferimento XOY e il sistema di riferimento
X'O'Y' traslato (rispetto a XOY) sul punto (Xo, Yo) e ruotato (rispetto
a XOY) di un angolo «

@ Dato un punto (x’, y’) definito in X’O’Y’, le sue coordinate in XOY
saranno date da:

x = Xo+x'cosa—y sina
Yo + X' sina + y' cosa
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Roto-traslazioni in 2D

@ Siano dati il sistema di riferimento XOY e il sistema di riferimento
X' Q'Y traslato (rispetto a XOY) sul punto (Xo, Yo) e ruotato (rispetto
a XOY) di un angolo «

@ Se adottiamo un sistema di coordinate omogenee, la trasformazione
puo essere rappresentata dalla seguente equazione matriciale:

X cosa —sina Xo| [x
y| = |sina cosa Yo |V
1 0 0 1 1

X0
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Roto-traslazioni in 2D

@ La matrice:
cosa —sina  Xp R T
sinae cosa Yo = {O 0 1}
0 0 1

@ ¢ la matrice di rototraslazione composta
@ dalla matrice di rotazione:

__|cosa  —sina
" |sina  cosa

@ e dal vettore di traslazione:

=[]
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Cinematica Diretta del Manipolatore

@ Ogni giunto implica una rototraslazione dove:

@ La rotazione si basa sulle caratteristiche cinetiche del
giunto
o La traslazione ¢ data dalla lunghezza del braccio

@ Ogni giunto i/ definisce una matrice di rototralsazione ’,ﬁ"A che permette
il passaggio dal sistema di riferimento / — 1 al sistema di riferimento /

@ La matrice A che permette il passaggio dal base frame al tool frame &
dunque data dal prodotto delle varie matrici di giunto

PA=PAJAA..TTA
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Cinematica Diretta di un Manipolatore Planare

@ Consideriamo il manipolatore planare in figura, costituito da tre giunti
di rotazione

@ [l passaggio da base frame a sistema (x1, y1) & basato su una semplice
rotazione

cosfy —sinfgy O
A = |sing; cosb; O
0 0 1

end-effector

alpha

X
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Cinematica Diretta di un Manipolatore Planare

@ |l passaggio da sistema (x1, y1) a sistema (x2, y») & basato su una
rotazione 6, e una traslazione L lungo I'asse xi, dove L; € la
lunghezza del primo braccio:

cosfr —sinfy L4
JA = |sinf, cosfy O
0 0 1

end-effector

alpha

thetal

X
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Cinematica Diretta di un Manipolatore Planare

@ |l passaggio da sistema (xz, y») a sistema (xs, y3) (tool frame) e basato
su una rotazione 63 e una traslazione L, lungo I'asse xo, dove L, € la
lunghezza del secondo braccio:

cosfz —sinf3 Lo
2A = |sinf; cosf3 O
0 0 1

end-effector

alpha

thetal

X
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Cinematica Diretta di un Manipolatore Planare

@ La trasformazione completa si esprime con il prodotto delle tre matrici:

COS(91 + 0o + 93) — sin(91 + 0o + 93) Lycosfy + Lo COS(91 + 92)
balA2A = |sin(0y +0o+03) cos(6y +0a+03)  Lysinby + Lpsin(6y + 6o)
0 0 1

end-effector

alpha

thetal
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Cinematica Diretta di un Manipolatore Planare

@ Se tuttavia consideriamo la trasformazione diretta da sistema (x, y) a
(xs, y3), avremo:

cosa —sina X;
bA = |sina cosa Y
0 0 1

end-effector

alpha

thetal
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Cinematica Diretta di un Manipolatore Planare

@ A questo punto abbiamo le due rappresentazioni:

COS(91 + 0> + 93) — Sil’](91 + 0> + 93) LicosOy + Lo COS(91 -+ 92).
?A ;A ?A = Sin(91 + 0> + 93) COS(91 + 0> + 93) Lysinfy + Lo sin(91 + 92)
0 0

1

sin a cos o Y:

cosa —sina  X;
0 0 1

@ Dalle quali ricaviamo le equazioni finali della cinematica diretta ....

y
end-effector

alpha

CJ thetal

X
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Cinematica Diretta di un Manipolatore Planare

@ Equazioni finali:

Xi = Lycosbfy + Lycos(6y + 62)
Yi = Lysindy + Lasin(6 + 62)
a = 01402+ 03

end-effector

alpha

thetal
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Cinematica Inversa di un Manipolatore Planare

@ La cinematica inversa implica I'inversione delle equazioni:

Xy = Licosbi + Lo COS(91 + 92)
Y = Lisinf + Lo sin(91 + 92)
o = 01+02+4063

@ al fine di determinare 61, 6> € 03 a partireda X;, Yi e «

@ Per brevita poniamo
c1 = cos b1, Sy = sinbq, ci2 = cos(f1 + 62), s12 = sin(61 + 62)

Corrado Santoro Cinematica dei Manipolatori



Cinematica Inversa di un Manipolatore Planare

@ Abbiamo:
Xe = Lici + Laciz
Yi = Lisi+ Losi2
o = 61+02+403

@ Eleviamo al quadrato le prime due equazioni:
sz = L$C12 + L§C122 + 2L1LscqCr2
er = L§512 + L§5122 + 2L1L281512

@ Sommiamo membro a membro:

XP+Y? = 13684 13¢5 +2Lilocicin + L3S + 158% + 211181512
@ poiche:
E+s = 1
Chot+sh = 1
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Cinematica Inversa di un Manipolatore Planare

@ Otteniamo:

th + er = L5415+ 2L4LpciCio + 2L1L2S1 512

@ Applichiamo le formule di somma:

Ci2
Si2 = sinfy1cosbs + coshisinbha = $1Co + C1S2

cos 1 cos b —sinfysinfa = ciCo — S1S2

@ Otteniamo:

XIZ + Y,z = L% + L§ + 2L LzC1(C1 Co — S 82) +2L4 L281(S1 Co> + Cq 82)
XP+Y: = L5+ L5+2LLcc —2Lilocisise + 2L LeSico +
+2L1L281C182
2 2 2, 42 2 2
Xi+ Y = Li+L+2LiLcie +2LiLs7e
XP+YE = L5+ L5+2lile(ct+s))e
th + er = L? + Lg +2LiLsc
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Cinematica Inversa di un Manipolatore Planare

@ abbiamo:

X,2+Yr2 = L?+L§+2L1L202

@ Risolvendo rispetto a ¢;:

@ E poiché:
sinf, = ++/1 — cos2 0o

@ otteniamo:
X24+ Y22 [2\% X2 Y2_[2_ |2
0o = 2| +4/1 = t t 1 2 ) t t 1 2
2 atan ( \/ ( 2L4Ls ) ’ 2L4Ls

dove atan2(a, b) = arctan € calcolata sui quattro quadranti.
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Cinematica Inversa di un Manipolatore Planare

@ La soluzione:
B X2+ Y212 [2\? X2 4 y?_[2_ |2
0> = atan2 (i¢1< 2L, ) ) 2L Lo

implica due possibili soluzioni per I'angolo 6,
@ |In effetti, come si nota dalla figura, la stessa posa pud essere ottenuta
tramite due possibili configurazioni degli angoli 61, 62, 03

y i end-effector

" theta3'

“theta2

thetal'

thetal %
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Cinematica Inversa di un Manipolatore Planare

@ Per calcolare 0 consideriamo:

Lici + Locio
Lis1 + LoSi2

@ Applichiamo le formule di somma:

Xi
Yi

Xi
Yi

Xi
Yi

Corrado Santoro Cinematica dei Manipolatori

Lici + La(cico — s182)
Lis1 + Lo(s1C2 + s204)

Lici + Locico — Losisp
Lisy + L2sic2 + Losecy

(L1 + Lec2)cr — (L2S2)sd
(L1 + L2c2)st + (Las2)c



Cinematica Inversa di un Manipolatore Planare

@ Notiamo che le relazioni ottenute:
Xi = (Li+ L)cr — (L2s2)sy
Yi = (L1 + Lac)st + (Les2)c

rappresentano una rotazione del punto di coordinate
(L1 + LgCg, LgSg) diun angolo 01;
@ posto X* = Ly + Ly, Y™ = Loy, otteniamo:
Xr = X*C1 — Y*S1
Y: = X*S1 + Y*C1
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Cinematica Inversa di un Manipolatore Planare

@ per determinare 04, rappresentiamo graficamente il modello delle
equazioni:
Xr = X*C1 — Y*S1
Y: = X*S1 + Y*C1

Xt

@ abbiamo:

B =atan2(Y*, X*) ~v=atan2(Yy, X;) 61 =~v-p
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Cinematica Inversa di un Manipolatore Planare

@ Otteniamo pertanto le soluzioni finali:

XZ4 Y212 12\? X? 4 Y2 1213
) — tan2 | +4/1 = t t 1 2 t t 1 2
2 aan ( \/ ( 2L L ) : 2L
01 = atan2(Y;, Xi) — atan2(Lzsin 62, Ly + Lo cos 02)
0 = a—0—0s
y

end-effector

alpha

d
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