CdL in Ingegneria Gestionale
Risoluzione della prova scritta di Algebra lineare e geometria- 28 Gennaio 2008
1

Dato il sottospazio V = £((1,0,—1,0),(—=2,1,0,0), (1,0,1,0)) di R* & assegnata ’applicazione lineare
f:V — R* definito dalle relazioni

£(1,0,-1,0) = (=1 — 2h,2h +2,2h + 1,0)
f(_2717070):<h 1717h_170)
f(1707 17()) = (1707 _170)

con h parametro reale.

1) Verificare che I'm f C V.

2) Detto f': V — V l'endomorfismo indotto da f, studiare f’ al variare di h determinando in
clascun caso una base di I'm f’ e una base di Ker f’.

3) Studiare la semplicita di f’ nel caso h = —1.
4) Nel caso h = —1 si consideri l‘endomorfismo g : V' — V tale che

Ker [ = Ker g
9(3,2,—1,0) = (6,4, —10,0)
9(1,0,0,0) = (2,2,-5,0)

Provare che g ¢ semplice. Diagonalizzare g indicando la matrice diagonalizzante.

Risoluzione

1) Trovare 'equazione cartesiana di V' dato che f(v1), f(v2), f(v3) devono appartenere a V'

1 0 -1 0 1 0 -1 0
-2 1 0 O . -2 1 0 0
1 0 1 0 = riducendo 9 0 0 0
r y 2z t 0 0 0 ¢

L’equazione cartesiana di V et =0 = f(v1), f(ve), f(v3) € V.

2) Scegliamo come base di V la base A = {vy, v9,v3} e scriviamo la matrice associata a f’ rispetto
a tale base:
) f'(v1) = (=1—=2h,2h+2,2h+1,0) = zv; +yve+2v3 = (x —2y+2,y, —x+2,0) = (z,y,2)4 =
(1,2h +2,2h + 2) 4
Of(vy) =(h—1,1,h—1,0) = (1,1,h) 4
-)f'(v3) = (1,0,-1,0) = (1,0,0) 4

1 11
MAfY=| 2h+2 1 0
2h+2 h 0



Calcoliamo il rango di questa matrice:

seh# 41 = p(MA(f) =3 = dimIm f' =3 = Im f' = L((1,2h+2,2h+2) 4, (1,1, h) 4, (1,0,0)4)
quindi Im f' = L(vy + (2h + 2)ve + (2h + 2)vs, v1 + v9 + hvs,v1) C R* = dimKerf' = 0.

se h =1 = p(MAf)) =2 = dimIm f' =2 = Im f = L((1,1,1)4,(1,0,0)4) quindi

Im f'= L(vy + vy +v3,v1) CR = dimKerf' =1=

111 x 0
410 y =10
410 z 0

r+y+z2=0 z =3z
dr +y =0 y = —4x
Detta B una base del Kerf’ essa ¢ composta dal vettore B = {(1, —4,3) 4} = {v1 — 4vs + 3v3}.

Se h = —1 = p(MA(f) =2 = dimIm [' =2 = Im ' = L((1,1,~1)4,(1,0,0).4) quindi
Im "= L(v1 + vy —v3,01) CR* = dimKerf' =1 =

1 1 1 x 0
0 1 0 y | =10
0 -1 0 z 0

r+y+2z2=0 z=—x
y=0 y=0

Detta B una base del Kerf’ essa ¢ composta dal vettore B = {(1,0, —1)4} = {v1 — v3}.

3) Se h = —1 si ha che

1 1 1
MAMY=(0 1 0
0 -1 0

PC(T)=(1-T)*(-T)=T =1con my =2, T =0 con my = 1.Calcoliamo la dimensione
dell’autospazio associato all’autovalore 1: dimV; = 3 — p(MA(f") — 1I) = 2 = f’ & semplice.

4) Nel caso h = —1 = una base del Kerf" ¢ composta da B = {(1,0,—1)4} = {v1 —v3} =
g(0,0,—2,0) = (0,0,0,0). Chiamiamo C la base di V formata dai vettori u; = (0,0, —2,0), us =
(3,2,—1,0),u3 = (1,0,0,0). Procedendo in modo classico per trovare M€(g) (cioe trovando le
componenti delle immagini di g rispetto alla nuova base C) si ottiene la seguente matrice

0 4 2
M(g)=(02 1
00 —1

PC(T)=2-T)(-T)(-1-T)=T=—-1lconm; =1, T =0conmyg=1,T = 2 con

mo = 1. = tre autovalori distinti quindi g e semplice. Calcoliamo una base di autovettori.

Iniziamo dall’autospazio associato all’autovalore —1:

1 4 2 T 0
Vi=Kerf,1=10 31 y | =10
000 z 0



Voi =A{(2y,y,3y)c} = w1 = (2,1,3)¢. In modo analogo calcoliamo Vy = {(z,0,0)c} = wy =
(1,0,0)c e Vo = {(2y,y,0)c} = w3 = (2,1,0)¢. Ovviamente la base di autovettori scelta ¢
formata da {wy,ws, ws}. Quindi la matrice diagonale

e la matrice diagonalizzante ¢

11

Sia fissato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O.Z, 1, Z, u.

5)

Data la retta r di equazione x — hy + hz = x + 2y = 0 e la retta s di equazione 2x 4+ 3hz — 5 =
4y — 3hz + 5 = 0, determinare il piano che le contiene e trovare i valori di h per cui esse sono
parallele.

Determinare e studiare il fascio ¢ di coniche del piano z = 0 di equazione

(h+ 1)z + (h+ 1)y* +zy+ 3z 4+ 3y +7=0.

Detta I' I'iperbole equilatera di ¢, determinare il suo centro e i suoi assi di simmetria. Trovare
I‘equazione canonica di I'.

Tra la quadriche contenenti I' determinare la quadrica () passante per i punti (—1,1,1),
(0,1,1,0), contiene la retta t = y — z = 0 e passa per il punto (0,—2,1). Studiare la conica
sezione di @) con il piano x +y = 0.

Risoluzione

La retta r e la retta s hanno come piano in comune x+2y = 0, poichése sommiamo la prima e la
seconda equazione della retta s troviamo esattamente questo piano.Inoltre i parametri direttori
di r sono: se h #0 = (2,1, %), se h=0=(0,0,1). In modo analogo i parametri direttori
di s sono: se h # 0 = (—6h,3h,4), in particolare se h = 0 diventano (0,0,4). Quindi h =0 &

un valore per cui r ed s sono parallele. Imponendo che le due terne dei parametri direttori delle

due rette devono essere proporzionali con coefficiente di proporzionalita p si ottiene p = :%h e
_ 2
h=—z.
h+1 L 3
_ 1 3
B = 7 h —31— I
3 ;s 7

N[ —=

7
irriducibili;detA = (h + 1)? =0= h =—3 = Parabola. Se h < —3,h > —1 si han-

detB = 0 per h = — ,—g 1:> coniche spezzate;detB # 0 per h # —%,—9 = coniche
T4
no ellissi. Se —% <h< —% si hanno iperboli.



In particolare iperbole equilatera si ottiene quando la Tr(A) =0 = h = —1.

I': z2y+3x+3y+7=2=0.

Il centro si ottiene risolvendo il sistema

1 3

s5y+35=0 r=-3

Lo =
Gli autovalori della matrice A sono a = % e = —%. Inoltre da v =
quindi scrivere la forma canonica dell’iperbole equilatera

__detB

o 7= 2.Possiamo

1 1 X2 y?
X2 _tyroo 2l YTy
5 5 -1

Sapendo che i coefficienti angolari degli assi sono 1 e passano per il centro C' = (—3, —3) ne
segue che hanno equazioni rispettivamente r —y=2=0ex+y+6 =2 = 0.

Scriviamo la quadriche contenenti I':
zlax +by+cz+d)+xy+ 3z +3y+7=0.

Imponendo il passaggio per il punto (-1,1,1) si ottiene la condizione a = b+c+d+6. Imponendo
il passaggio per il punto improprio (0,1,1,0) (portare ’eqauizione delle quadriche in cooordinate
omogeneee) si ottiene la condizione b+c = 0. Quindi a = d+6, b = —c. Sostituendo le equazioni
della retta (puno generico di essa) nell’equazione delle quadriche (d + 6)zz — cyz + cz? + dzt +
zy + 3zt + 3yt + 7t? = 0 si ottiene (d +6)zz +xz = 0 e imponendo I'identita con lo zero risulta
d = —7.Imponiamo infine il passaggio per (0,-2,1) e abbiamo che ¢ = 2. Ne segue quindi che la
quadrica Q e data dalla seguente equazione:

22 — 22—z —Tz+ay+3x+3y+7=0
Infine la conica sezione ¢ data dal sistema

222 —wz—2yz—Tz+ay+3r+3y+7=0
r4+y=0

Per studiare questa conica dobbiamo calcolare i suoi punti impropri:

2_g—2=0
22 +xz—22=0 q q
n 0 N r+y=0
a’,’ g
J t=0
t=20 .
q=:

= q¢ = —1,2 = due punti impropri reali e distinti = Iperbole.



