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avere consegnato il compito. Esibire documento d’identita. Tempo per lo svolgimento: 2h30m.

Parte A

1. Calcolare attraverso il teorema dei residui il seguente integrale

/OO 2 +5x+4
—_— QX
oo T+ 522+ 4

2. Tramite le trasformate di Laplace, risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y'—y=H(t-1)(t—-1)e
y(0) =¢'(0) = 0.

Notare che al secondo membro ¢ presente la funzione te ! traslata in avanti di 1.

Parte B

Un sistema materiale vincolato a muover-
si su un piano verticale é costituito da una la-
mina omogenea di massa 3m, costituita dal- Yy
I'unione di tre quadrati uguali come da figura,
ciascuno di lato v/2 2. Tl vertice A é vincolato
tramite un carrello a un asse orizzontale, e sul
punto B agisce una molla di costante elastica
k che collega B alla sua proiezione B su un Py
asse verticale. -7 \9

Il centro di massa G della lamina si tro- 0 A
va sull’asse di simmetria della lamina, ed &
possibile calcolare che [AG| = 2¢.

Si scelga il sistema di riferimento in fi-
gura, e si indichi con ¥ 'angolo formato dal
vettore ¢ (versore dell’asse x) e il vettore AG,
e sia s 'ascissa di A, cioe OA = (s,0). Quindi:

1. Determinare le coordinate dei punti rilevanti del sistema in funzione delle variabili
lagrangiane 9, s.
Calcolare il potenziale (o l'energia potenziale) totale.
Determinare le due configurazioni di equilibrio e rappresentarle.
Studiare la stabilita delle configurazioni di equilibrio.
Determinare il baricentro della lamina, verificando che |AG| = 3£.
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Svolgimento

1) Calcolare attraverso il teorema dei residui il seguente integrale

/OO 22 +5r+4
———— ax
oo T+ 522+ 4

Si tratta dell’integrale di una funzione reale sull’asse reale, & possibile sfruttare il teo-
rema dei residui, tenendo conto anche del lemma del grande cerchio che in questo caso
risulta applicabile in quanto la funzione integranda, estesa al campo complesso, soddisfa la
condizione

. 22+ 5244 B

e e
L’integrale risulterd uguale a 2mi per la somma dei residui della funzione nel semipiano
complesso superiore. Le singolaritd della funzione sono dovute solo all’annullamento del
denominatore quindi occorre risolvere 'equazione z*+52z2+4 = 0. Si tratta di un’equazione
polinomiale di quarto grado, e notiamo che si tratta di una equazione biquadratica cioé
contenente solo potenze pari di z. Possiamo porre z?> = t e risolvere la corrispondente
equazione di secondo grado

t245t4+4=0 — t=—1,t=—4, ovvero t>+5t+4=(t+1)(t+4).
Per la variabile z quindi troviamo 22 = —1 e 22 = —4, cioé z = +i e z = £2i, quattro radici
complesse distinte, e quindi quattro poli semplici, dei quali solo ¢, 2¢ nel semipiano superiore.
Notiamo che possiamo riscrivere la funzione integranda come

(2) = (z+1(z+4) (z+1)(z+4)
(224+1)(22+4) (z4+i)(z—1i)(z+2i)(z —2i)’

1 residui sono dati da

es(f,?) = lim(z — 1 (z+Dz+4) = lim (24 D)z +4) =
Res(fod) = Iz =) e G 20— 2 B G r i+ 20— 20
G+ DE+4 3+5i 5 i
(i) +2i)(i—2)  6i 6 2
N , (z+1)(2+4) . (z+1)(2+4)
Res(f,20) = M (= = 20 e e v 20 =20 B TG0 +2)
(2 +1)(2i + 4) 104 5

(2i+i)(2 —i)(20 +2i) —120 6
/°° ?Abrd (50 5
s a T 6 27 6) T

2) Tramite le trasformate di Laplace, risolvere il seguente problema di Cauchy:

{ y' -y =H{t-1)(t-1)e Y
y(0) =4'(0) = 0.

e quindi

Notare che al secondo membro é presente la funzione te~? traslata in avanti di 1.

La principale difficolta dell’esercizio pud essere considerata la trasformata del secondo
membro, ma considerando il suggerimento e la tabella delle trasformate allegata, vediamo



che possiamo applicare la formula 27. che possiamo riscrivere, per utilizzare la notazione
dell’esercizio, anche come

LIH({t—c)f(t—c)] =e “F(s).

Ricordiamo che F'(s) indica la trasformata della funzione f(¢), che nel nostro caso & f(t) =
te~t, e il parametro ¢ vale nel nostro caso 1. Ricaviamo allora, sempre dalla tabella, la

trasformata di te™?, che dalla formula 23., per n = 1,a = —1, risulta
1
Llte™ "= ——
=G
e quindi
1
—(t=1) _ - o
LIHt-1)(t—1)e "V =eLlte ] =e sm.
Tenendo conto dei dati iniziali pari a zero, la trasformata dell’equazione risulta
1 1 1
2 —S —S —8
Y-Y=e"—=, — Y(s)= = :
§ © Gt )= e r ¢ oGP

Per antitrasformare, sempre attraverso la formula 27., dobbiamo trovare I'antitrasformata
della funzione razionale a fattore di e™* che sviluppiamo in fratti semplici
1 A B C D

Yile) = G-DE+1P s—1 s5+1 Gr12 srip

Possiamo utilizzare l'identita dei polinomi, sviluppando la somma di frazioni a secondo
membro ed eguagliando i numeratori.

Proviamo anche alcuni procedimenti alternativi, che possono risultare a volte pit sem-
plici. Notiamo intanto che possiamo ricavare A come residuo della funzione in 1 (equivalente
a moltiplicare primo e secondo membro dell’uguaglianza per s — 1 e porre s = 1) come

1
(s+1)3

)
s=1 8

possiamo ricavare D con tecnica analoga, moltiplicando ambo i membri per (s+1)3 e ponendo
s =—1,

1 1
D = = ——,
s—1{,__,4 2
possiamo poi imporre I'eguaglianza tra primo e secondo membro per valori fissati di s (tranne
le radici s = 1, s = —1), ad esempio s = 0, ricavando
1 1 1 B C 1 1 1 1
== - = - —-1=——+B+4+C—=
O—DO+1)° 80—1 041 (0+12 20+1) g POy
da cui
Byo=-3
g
Per ricavare un’altra relazione ricordiamo che il lims_,o sY7(s) ci dara la somme dei residui
della funzione e che i residui della funzione Y7 in s =1 e s = —1 sono dati rispettivamente
da A e B. Quindi
1 1 3 1
li Yi(s) = A+ B= B=—- == ——=—-.
Si}rgosl(s) 0, — + 0o — 8—)088 1

Alla fine abbiamo

1 1 1 1 1 1 1 1
8s—1 8s+1 4(s+1)2 2(s+1)%




Dalla tabella (formula 23.) possiamo ricavare I'antitrasformata y;(¢) della Yi(s)

1 1 1 1
y1(t) = get - geft - Zteft - Zt267t’

Sara quindi (dalla 27.) y(t) = H(t — 1)y1(t — 1), esplicitamente

y(t) = éH(t —1) (= e D2t - 1) +2( - 1))

Parte B (esercizio non ricopiato)

1. I punti su cui sono applicate delle forze sono il baricento G e il punto B, servira
anche il punto B. Conosciamo la lunghezza del segmento AG pari a %E, inoltre AG forma
un angolo ¥ con ’asse x, possiamo allora ricavare

Angﬁ(cosﬁ,sinﬂ) — OG:OA+AG:(s—i—%ﬁcosﬁ,%ﬁsinﬁ).

Per determinare il punto B, osserviamo che il vettore AB forma con I’asse x un angolo di
¥+ m/4, infatti per simmetria il segmento AG divide l'angolo retto in A in due parti uguali,
quindi ’angolo GAB = 7 /4. Notiamo anche che il segmento AB ha lunghezza 21/2¢ essendo
costituito da due lati di quadrati di lunghezza +/2¢ data nel testo. Abbiamo allora

AB = 2v/20 (cos(¥ + m/4),sin(9 + 7 /4))

e quindi
OB = OA+ AB = (s 4 2v/20 cos(¥ + 7/4),2V/20sin(9 + 7/4)).

Sarebbe possibile (in questo caso) svolgere 'intero compito anche senza sviluppare le due
espressioni trigonometriche attraverso le formule di addizione di seno e coseno, ma lo sviluppo
produce delle espressioni pit semplici. Ricaviamo

OB = (s+ 2v/20(cos ¥ cos /4 — sin¥sin 7w /4), 2v/20(sin 9 cos /4 + cosUsinm/4)),
e quindi essendo cos /4 = sin7/4 = 1/2/2,
OB = (s + 2{(cos ¥ — sind}), 2{(sin ¥ + cos ),

Si ha anche banalmente
OB = (0, 2{(sin® + cos)).

2. Il potenziale della forza peso sara dato da
Ug = -3mgyg = —5mgl sinv.
Il potenziale della forza elastica risulta
1 12 1 . 2
Uy = _ik’BB| = _§k(8 + 24(cos V) — Sln19)) ,
con potenziale totale
1
U= —-5mgl sinv — 51@(3 + 2{(cos ¥ — sin 19))2.

Non é conveniente sviluppare il quadrato che risulterebbe in un’espressione molto piit lunga.



3. Per determinare le configurazioni di equilibrio eguagliamo a zero le componenti
lagrangiane della forza, date dalle derivate parziali di U rispetto alle variabili lagrangiane

Qs = 0U = —k(s + 2l(cos ¥ — sind)) =0
Qg = 09U = —5mgl cosV — k(s + 2¢(cos ¥ — sin¥)))2{(—sin ¥ — cos ) = 0.

Notiamo che la prima equazione ci assicura che il secondo termine della seconda equazione é
uguale a zero, o potremmo anche ricavare s dalla prima equazione e sostituire nella seconda,

ottenendo comunque
—5mglcosd =0 — cosv=0 — 9= :I:g.

Sostituendo ¥ nella prima equazione possiamo ricavare i due corrispondenti valori di s
T
2925 — s+200—-1)=0 — s=2
T
19:—5 — s+20(004+1)=0 — s=-20
Per rappresentare le due configurazioni & importante notare che la prima equazione implica

che ’ascissa di B ¢ pari a zero in tutte e due le configurazioni, quindi B =B.

y

y
B

A sinistra la configurazione s = —2¢,9 = —7/2, a destra s = 2(,9 = w/2.
4. Per studiare la stabilita ricorriamo alla matrice Hessiana H del potenziale, contenente
tutte le derivate seconde della U. Dalla Qs = 0;U possiamo ricavare OssU e 059U = OysU.

(con k costante positiva)

OssU = 0sQs = —k
OspU = 09Qs = 2kL(sin ¥ + cos ).

Riscriviamo ora la Qy piu esplicitamente
Qo = 09U = —5mgl cos ¥ + 2k (s(sin ¥ + cos ) + 20(cos® ¥ — sin? ).

Quindi
OgyU = bmgl sin v + 2/{:@(3(00519 — sind) — 8¢sin ¥ cos 19).

Per ¥ =7/2, s =2(si ha

Os9U = 2k0,  DgoU = 5mgl + 2k0(—2() = 5mgl — 4kl

Per v = —m/2, s = —2{ si ha

Os9U = —2k/,
Vediamo che 9s5;U < 0 in ogni caso, per verificare la stabilitd dobbiamo aggiungere la

condizione che il determinante della matrice sia maggiore di zero, dove il determinante sara

= —5mgl — 4k

OgsU = —bmgl + 2]{5(—25)

dato da
Det(H) = 055U OgpU — (8S§U)2



Per ¥ =7m/2, s =20 si ha
Det(H) = —k(5mgl — 4k0?) — 4k*(* = —5kmgl < 0,

in quanto k,m, g, ¢ sono tutte quantitd positive. Quindi otteniamo instabilita.
Per ¥ = —7/2, s = —2( si ha

Det(H) = —k(—5mgl — 4k(*) — 4k*0* = 5kmgl > 0,
Quindi otteniamo stabilitad.

5. Per trovare le coordinate del centro di massa della lamina ¢ opportuno utilizzare un
sistema di riferimento che semplifichi i conti, possiamo ad esempio considerare un riferimento
cartesiano in cui A si trovi nell’origine e B sull’asse y, quindi con coordinate B = (0,2+/2/).

A
y
B
Gl
[ ]
G2 G e I
° | o G
|
A I .
X

In questo caso i centri di massa dei tre quadrati (ognuno di massa m) saranno facilmente
determinabili, in figura G = (%ﬂﬁ,%ﬂﬁ), Gy = (%ﬁﬁ,%\/ﬁﬁ), G3 = (%\/ié, %\/56) e
le coordinate di G si potranno ricavare con la legge di composizione dei centri di massa (o
anche con una composizione sottrattiva considerando un quadrato di lato 21/2¢ e massa 4m
da cui ¢ stato asportato un quadrato di lato /2¢ e massa m)

1 1 1
o= - (2\/§£m+ VEtm gmm) = 2vac

~ 3m

per simmetria si ha anche yg = xg e quindi

(5 5 B 3 55
G_(6\/§e,6\/§e>, — |AG\_]OG|—\/xG+yG—§€.



