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Esercizio 1. Sia u : Rn → R una funzione continua. Dimostrare che

lim
R→0

 
BR(0)

u(y) dy = u(0).

Esercizio 2. Sia Ω un aperto di Rn e d : Ω → R la funzione definita dalla legge

d(x) = dist(x, ∂Ω). Dimostrare che d è Lipschitziana e dedurre che, per ogni ε > 0,

l’insieme Ωε = {x ∈ Ω : d(x) > ε} è aperto.

Esercizio 3. Siano X un sottoinsieme arbitrario di Rn e ε > 0. Provare che

X +Bε(0) = {x ∈ Rn : dist(x,X) < ε}

è aperto.

Esercizio 4. Dimostrare che la funzione f : R→ R definita dalla legge

f(x) =

exp

(
− 1

1− |x|2

)
se |x| < 1

0 se |x| ≥ 1

appartiene alla classe C∞
0 (R).

Esercizio 5. Dimostrare che C∞
0 (R) è denso in L1(R) rispetto alla norma

‖f‖ =

ˆ
R
|f(x)| dx

Esercizio 6. Provare che, se u è una funzione di classe C2(Rn), risulta

lim
r→0

2n

r2

[
u(x0)−

 
∂Br(x0)

u(x)dσ(x)

]
= −∆u(x0)

dove x0 è un punto di Rn fissato ad arbitrio.


