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Esercizio 1. Siano p, p′ due numeri verificanti le condizioni 1 ≤ p, p′ < +∞ e

1/p+ 1/p′ = 1.

Dimostrare che

ab ≤ ap

p
+
bp

′

p′
∀a, b ≥ 0

e poi dedurre la disuguaglianza di Hölder.

Esercizio 2. Dopo avere giustificato le equazioni della trasformazione in coordinate

polari in R4, calcolare il determinante Jacobiano della trasformazione. Generalizzare

i risultati trovati alle dimensioni superiori.

Esercizio 3. Sia E un insieme misurabile secondo Lebesgue di misura finita. Se

1 ≤ p ≤ q ≤ +∞ provare che

‖f‖p ≤ |E|1/p−1/q‖f‖q

Esercizio 4. Sia E un insieme misurabile secondo Lebesgue di misura finita. Pro-

vare che

lim
p→+∞

‖f‖p = ‖f‖∞

per ogni f ∈ L∞(E).

Esercizio 5. Siano f , g, h funzioni sommabili in Rn. Verificare le seguenti relazioni

1. f ∗ g = g ∗ f ;

2. f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h;

3. f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h.
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Esercizio 6. Sia K(s, t) una funzione definita in R+ × R+ e non negativa tale che

K(λs, λt) = λ−1K(s, t) ∀s, t ≥ 0 , λ > 0 .

Supponiamo inoltre che esista p ≥ 1 tale che

γ =

∫ +∞

0

K(1, t) t−1/p dt < +∞ .

Posto infine

(Tf)(s) =

∫ +∞

0

K(s, t)f(t) dt

provare che

‖Tf‖p ≤ γ ‖f‖p ∀f ≥ 0 , f ∈ Lp .


