
UNIVERSITÀ DEGLI STUDI DI CATANIA – A.A.2020-21

Dipartimento di Matematica e Informatica – Corso di laurea triennale in
Matematica

Prova di Analisi Matematica I assegnata il 16 Settembre 2021.

AVVERTENZE IMPORTANTI

• Chi intende sostenere l’esame relativo alla prima parte del programma de-
ve svolgere correttamente gli esercizi da 1 a 4 ovvero quelli del gruppo
contrassegnato con PRIMA PARTE
• Chi intende sostenere l’esame relativo alla prima parte del programma de-

ve svolgere correttamente gli esercizi da 5 a 8 ovvero quelli del gruppo
contrassegnato con SECONDA PARTE
• Chi intende sostenere l’esame relativo alla prova completa deve svolgere

correttamente 2 esercizi della PRIMA PARTE e 3 della SECONDA
PARTE o viceversa.

Tempo a disposizione: 120 minuti. Durante lo svolgimento NON È PER-
MESSO consultare libri, appunti o formulari. È altres̀ı vietato l’uso di qualsiasi ti-
po di DISPOSITIVO ELETTRONICO pena l’ANNULLAMENTO DELLA
PROVA.

PRIMA PARTE

Esercizio 1. Sia f : R→ R una funzione invertibile avente per immagine un insieme

chiuso. Dire, giustificando la risposta, se l’applicazione d : R× R→ R+
0 dalla legge

d(x, y) = |f(x)− f(y)|

definisce una metrica e, in tal caso, dire se (R, d) è uno spazio metrico completo.

Fornire un esempio di funzione verificante le ipotesi suddette ma non continua in

R.

Esercizio 2. Sia data la funzione f : [−1,+∞[→ R definita dalla legge

f(x) =


√
x se x ≥ 0

1−
√

1− x2 se −1 ≤ x ≤ 0

Stabilire se la funzione f è continua, uniformemente continua, lipschitziana o hölde-

riana in [−1,+∞[.
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Esercizio 3. Stabilire il carattere della serie
+∞∑
n=0

n2x

2 + 3n4x2
log

n2 + 3

n2 + 1

al variare del parametro reale x.

Esercizio 4. Calcolare lim
x→0

tang2(ex − 1)− x2

x4

SECONDA PARTE

Esercizio 5. Siano f : [a, b] → R una funzione convessa derivabile in [a, b] tale

che f ′(a) > 0 e {xn} una successione di elementi di [a, b]. Provare che le seguenti

affermazioni sono equivalenti:

1. xn → a

2. f(xn)→ f(a).

Esercizio 6. Studiare la disequazione∫ x

0

arcsen t dt ≥ x

Esercizio 7. Determinare tutte le eventuali soluzioni del problemay′ − y

x
= 2
√
xy

y(1) = 0

precisando, per ciascuna di esse, il più ampio intervallo nel quale risultino essere

soluzione.

Esercizio 8. Sia data la funzione f(x) =

√∣∣∣∣log
2x− 1

x

∣∣∣∣
1. Studiare derivabilità ed invertibilità di f nel suo insieme di definizione X.

2. Studiare derivabilità ed invertibilità di f nell’insieme X ∩ [1,+∞[.

3. Calcolare la derivata della funzione inversa di f nel punto di ascissa log 3/2

senza utilizzare la legge di definizione della funzione inversa.


