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1 Notazioni asintotiche

Definizione 1. Siano f,¢: N — R funzioni.

(1) f(n) = O(g(n)) se esistono ¢ €]0,4+o0[ e v € N tali che 0 < f(n) < ¢- g(n), per ogni
n > v.

(2) f(n) = Q(g(n)) se esistono ¢ €]0,+o0[ e v € N tali che 0 < ¢-g(n) < f(n), per ogni
n > v.

(3) f(n) =0©(g(n)) se esistono ¢y, ca €]0,4+00][ e v € N taliche 0 < ¢;-g(n) < f(n) < cy-g(n),
per ogni n > v.

2 Macchine di Turing

Una Macchina di Turing ¢ un dispositivo computazionale che effettua operazioni su di un
nastro lineare suddiviso in caselle (squares). Ogni casella puo contenere al suo interno uno
qualsiasi dei simboli di un preassegnato insieme finito {sg, sy, ...,s,} di possibili simboli di
nastro, oppure una casella puo essere vuota. In ogni istante di tempo il nastro ha lunghezza
finita, cioe & composto da un numero finito di caselle, perd puo essere espanso “incollando”
nuove caselle vuote alle sue estremita (cosi il nastro ¢ potenzialmente infinito verso sinistra
e verso destra). La macchina interagisce con il nastro tramite una testina meccanica mo-
bile che puo leggere e modificare il contenuto delle singole caselle (una casella alla volta).
La testina meccanica & collegata ad un sistema di controllo (a stati finiti) che determina il
comportamento della macchina, cioe le operazioni che vengono eseguite sul nastro. Il sis-
tema di controllo puo assumere (o puo trovarsi in) un numero finito di possibili stati interni
do,dq1, - - -, 9m, prefissati, dove qq € lo stato iniziale.

In ogni dato istante di tempo, la testina meccanica si trova posizionata su una particolare
casella del nastro (la casella scandita) e il sistema di controllo si trova in un particolare stato
interno (lo stato attivo).
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La testina meccanica comunica al sistema controllo il contenuto della casella scandita e il
sistema di controllo, a seconda dello stato attivo in cui si trova, fa eseguire alla testina una
ben determinata operazione e successivamente assume (transisce in) un nuovo stato interno
(possibilmente lo stesso di prima), oppure il sistema di controllo determina che la macchina si
deve fermare. L’esecuzione dell’operazione della testina meccanica e la successiva transizione
di stato del sistema di controllo & un atto unico ed indivisibile e costituisce un’azione (atomica)
della macchina di Turing.
Le operazioni che puo eseguire la testina meccanica sono di quattro tipi:

(1) (cancellazione) cancellare il contenuto della casella scandita rendendola vuota;
(2) (stampa) stampare all'interno della casella scandita un simbolo di nastro;

(3) (spostamento a sinistra) spostarsi sulla casella che si trova immediatamente a sinistra
della casella scandita. Se prima dell’esecuzione dell’operazione, la casella scandita si
trova all’estremita sinistra del nastro, una nuova casella vuota viene aggiunta a questa
estremita.



(4) (spostamento a destra) spostarsi sulla casella che si trova immediatamente a destra della
casella scandita. Se prima dell’esecuzione dell’operazione, la casella scandita si trova
all’estremita destra del nastro, una nuova casella vuota verra aggiunta a questa estremita.

Il sistema di controllo determina la particolare azione che deve compiere la macchina di
Turing, oppure che la macchina si deve fermare, consultando un insieme finito di istruzion:
memorizzate al suo interno (un programma). Se indichiamo il “contenuto di una casella
vuota” con il simbolo O (blank) e con eI le operazioni che consistono nel muovere la testina
meccanica di una casella a sinistra e a destra, rispettivamente, ogni istruzione puo essere
descritta da una quadrupla (q,t,0,p) dove g e p sono stati interni, t € {sg, s1,...,s,} U {0}
e o€ {sps1,...,8,U{O}U{9,r}. Linterpretazione ¢ la seguente: quando (e se) il sistema
di controllo si trova nello stato attivo ¢ e il contenuto della casella scandita e ¢, la testina
meccanica esegue l'operazione rappresentata da o e successivamente il sistema di controllo
transisce nello stato interno p. o = [ significa che la testina meccanica deve cancellare il
contenuto della casella scandita (operazione 1); o = s; significa che la testina meccanica deve
stampare sulla casella scandita il simbolo s; (operazione 2); o = 1 significa che la testina
meccanica si deve spostare a sinistra della casella scandita (operazione 3); o = I significa che
la testina meccanica si deve spostare a destra della casella scandita (operazione 4). Se, in
corrispondenza di un certo stato attivo ¢ e di un certo contenuto t della casella scandita non
c’e nessuna istruzione nel sistema di controllo che inizia con la coppia (g, t), la macchina si
ferma.

Inizialmente il nastro ¢ composto da un numero finito di caselle ciascuna delle quali con-
tiene un simbolo di nastro; il sistema di controllo si trova nello stato iniziale qq e la testina
meccanica e posizionata sulla casella piu a sinistra; questa e la configurazione iniziale della
macchina:
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La macchina di Turing compira una successione di azioni sotto la guida del sistema di controllo,
passando attraverso varie configurazioni, fino a quando eventualmente si fermera.

La stringa s;;s;, - - - s;, ottenuta concatenando i simboli contenuti nelle caselle del nastro,
da sinistra verso destra, nella configurazione iniziale e I'input fornito alla macchina. Quando
(e se) la macchina si ferma, raggiungendo una configurazione terminale, 'output prodotto sara
costituito dalla stringa s; s, - - - s;, ottenuta concatenando i simboli contenuti nelle caselle del
nastro a partire dalla casella scandita fino alla prima casella verso destra seguita immedi-
atamente da una casella vuota, ovvero fino all’'ultima casella del nastro se alla destra della
casella scandita non ci sono caselle vuote. (Se la casella scandita e vuota, 'output ¢ la stringa
vuota).

CTsalsalTsal ]
T

3 Formalizzazione delle Macchine di Turing

Siano fissati:



(1) Un insieme Q di SIMBOLI DI STATO:

Q0 d1 Q92 Q43
(2) Un insieme S di SIMBOLI DI NASTRO:

So S1 S2 S3

(3) Il SIMBOLO DI BLANK:
U

(4) T SIMBOLI DI SPOSTAMENTO A SINISTRA E DESTRA:
ar

Definizioni preliminari

(1) Per ogni sottoinsieme S di Q U S U {0} indichiamo con S™ I'insieme delle STRINGHE su

S, compresa la STRINGA VUOTA &.
2) La LUNGHEZZA DI UNA STRINGA X ¢ indicata con |X|.
3) Una n-STRINGA, dove n € N, & una stringa di lunghezza n.

4) Un ALFABETO ¢ un sottoinsieme finito di S.
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(2)

(3)

(4)

(5) La CARDINALITA DI UN ALFABETO X ¢ indicata con |Y].

(6) Un LINGUAGGIO & un sottoinsieme di X, per qualche alfabeto .

(7) L’ALFABETO DI UN LINGUAGGIO .Z ¢ il “piu piccolo” alfabeto Xy tale che £ C X%,
(8)

8) La FUNZIONE CARATTERISTICA DI UN LINGUAGGIO .Z ¢ l'insieme C'¢ delle coppie ordi-

nate (X, ¢) dove X € Z.
(9) Il COMPLEMENTARE DI UN LINGUAGGIO ¢ ¢ il linguaggio 0(.¥) = X5, \ .Z.

(10) Una RELAZIONE (DI STRINGHE) & un sottoinsieme del prodotto cartesiano 5™ x X, per
qualche alfabeto /.

(11) L’ALFABETO DI UNA RELAZIONE p ¢ il pitl piccolo alfabeto X, tale che p C X7 x X7

Definizione 2. Una ISTRUZIONE (O QUADRUPLA) & una 4-stringa qtop dove ¢,p € Q, t €
Su{d}eoeSu{O}u{qr}.

Ogni 1-stringa o, dove o € SU{}U{9,I'}, ¢ chiamata UN’OPERAZIONE ed ogni 2-stringa
op, dove 0 € SU{O}U {9, "} e p € Q, & chiamata un’AZIONE.

Una CONFIGURAZIONE (0 DESCRIZIONE ISTANTANEA) ¢ una stringa 7 della forma X gt}
dovet e SU{O}, g€ Qe X,Y € (SU{O}".

Data una stringa Z € S¥, la CONFIGURAZIONE INIZIALE (O DI INPUT) corrispondente a
Z & la configurazione Start(Z) definita come segue:

O Z =
Start(Z) = Qo= %€ . c .
qoZ, altrimenti.

Una CONFIGURAZIONE v B INIZIALE se v = Start(Z), per qualche stringa Z € S*. [
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Esempio 1. Le configurazioni v, = Usgllq;sselils3 e 79 = qoSps1S283 ammettono, rispet-
tivamente, le seguenti rappresentazioni grafiche:

nl s [si]s]| [ [ss]
T
a1

72‘50‘51‘52‘53‘
T
Qo

~1 non ¢ iniziale; v, € la configurazione iniziale corrispondente alla stringa sys;SsS3. |
Definizione 3. Sia v = X¢tY una configurazione.

(1) Il CONTENUTO ESTRATTO DA < ¢ la piu lunga stringa () non contenente il simbolo [J
che ¢ prefisso di tY. In maniera piu precisa, () e definita come segue:

a) se t =0, allora () e la stringa vuota ;

b) se t # [0 e Y non contiene [, allora (y) = tY;

(2)

(1.

(1.

(le) set£0eY =y yeOyrs1 -+ - yn, dove yq, ..., yx # O, allora () = ty192 - - - Yk
Per ogni azione A = op, il RISULTATO DELL’APPLICAZIONE DI A A v ¢ la configurazione
A

definita come segue:

(v

)
(2.a) se 0 € SU{} allora A(y) = XpoY;
(2b) seo=9e X = Zs dove Z € (SU{O})" e s € SuU{}, allora A(y) = ZpstY;
(2.c) se o =9e X =¢ allora A(y) = pdtY;
(2.d) seo=reY =sZ dove Z € (SU{O})* e s € SU{O} allora A(y) = XtpsZ;
)

(2.¢) seo=TreY = ¢ allora A(y) = Xtp[l. |

Esempio 2.
<DSOSZQO5152S3DS4> = 8518283
<|:|SQSQC_[5|:|S4SQS:[> =&
<DSOSQQ154SQD81|:|S4S5SG> = S4S2

Esempio 3. Sia 7 = sglJqss, e siano A; = 9qp, A2 =rq; e A3 = s1q3. Allora

Ai(y) =soqo0sz,  As(y) =sOseqid,  As(y) = soOass:
[ |

Definizione 4. Una MACCHINA DI TURING (TM) ¢ un insieme finito di istruzioni.

Una MACCHINA DI TURING DETERMINISTICA (DTM) ¢ una macchina di Turing 90 tale
che per nessuna coppia di simboli (g,t) esistono due distinte istruzioni di 9t che cominciano
con qt.

Una MACCHINA DI TURING NONDETERMINISTICA (NDTM) ¢ una macchina di Turing
9 tale che per qualche coppia di simboli (g, t) esistono (almeno) due distinte istruzioni di 9
che cominciano con g¢t. |



Esempio 4. La TM {qo0soq1, 9000992, 1807 qo} € nondeterministica dato che le istruzioni
qosoq; e qod9gs cominciano con la stessa coppia stato-simbolo (g, O).
La TM {qo0soq1, qos1 192, Q1807 qo} € invece deterministica. |

Definizione 5. Sia 9 una TM.

L’ALFABETO DI 20t ¢ l'insieme S(91) dei simboli di nastro che occorrono nelle istruzioni di
9. L’insieme dei simboli di stato che occorrono nelle istruzioni di 9 (gli stati di 9) ¢ indicato
con Q(PM). Indichiamo con F(9M) l'insieme delle coppie (g,t) € Q(M) x (S(M) U {OJ}) tali
che nessuna istruzione di 901 inizia con qt.

Una CONFIGURAZIONE X ¢tY E TERMINALE (RISP. NON-TERMINALE) RISPETTO AD I,
se nessuna (risp. qualche) istruzione di 91 inizia con gt.

Una CONFIGURAZIONE ~” CONSEGUE (IMMEDIATAMENTE) DA UNA CONFIGURAZIONE
7' = XqtY MEDIANTE L’ESECUZIONE DI UNA ISTRUZIONE DI 9, e in tal caso si scrive
v Fon 7", se esiste un’azione A = op tale che v’ = A(v’) ed 9 contiene l'istruzione gtop.

Un SEGMENTO DI COMPUTAZIONE DI 9t ¢ una sequenza finita I' = (79,71, ..,7,) di
configurazioni, dove n > 0, tali che 7; Fon 7511, per ogni ¢ = 0,1,...,n — 1. La LUNGHEZZA
diTe | =n

Per configurazioni 7' e v ed un n € N scriviamo 7'H"gy” se esiste un segmento di
computazione (Yo, V1, - - -, Vo) di M (di lunghezza n) dove 79 =" e 7, = 7”. Scriviamo anche
YH* " se esiste un n € N tale che v'F"9ny".

Una COMPUTAZIONE di 9 & un segmento di computazione (o, V1, - - .,7,) di M dove g

¢ una configurazione iniziale e 7, € una configurazione terminale rispetto a 1.
Sia I = (79,71, - - - , o) una computazione di 9.

(1) L'inpuT DI T & la stringa Input(I') = (7);
(2) L'output DI I ¢ la stringa Output (') = (v,).

Una COMPUTAZIONE PROPRIA DI 901 & una computazione I' di 91 tale che Input(I') € S(IM)*.
Una CONFIGURAZIONE DI 90 (O 901-CONFIGURAZIONE) € una configurazione X qtY dove
X e Y sono stringhe su S(9%) U {0}, t € SON) U {0} e ¢ € Q(IM). [

Si osservi che se M & una DTM allora, per ogni stringa X € S* esiste al pilt una sola
computazione di 9 con input X. Se invece 2N e una NDTM, possono esistere anche due o piu
computazioni distinte di 9 con lo stesso input X. Si osservi inoltre che ogni configurazione
contenuta in una computazione propria di una TM 91 & una 9)i-configurazione.

Esempio 5. Sia 9 = {qoSo'do, 9081500, A1 a1, 4150991, 41007 g2 }.
Allora:

(1) S(OM) = {so,s1};

(2) QM) = {ao, q1,q2};

(3) F(M) = {(a,s1), (a2,0), (a2, %0), (q2,81) };
(4)

4) La seguente sequenza di configurazioni € una computazione di 9t con input s18081S818p €



output spsgspspsy di lunghezza 15:

q0S1505151S5¢
Q0S0S05151S0
509050518150
505090518150
505090505150
505050905150
508050905080
508050809050
S0S0S0S0Sodol]
S0S0S0S0q1SoL]
S0S0S0q1S0So[
S0S0q1S0S0So]
S0Q1S0S0S0So ]
Q1808080808
q:1Usgsosgsese]
Ugasesoseseso]

Definizione 6. Siano 9t una TM e X,Y € S stringhe.

(1) M coN INPUT X PRODUCE IN OUTPUT Y, e si scrive M(X)]Y, se esiste una com-
putazione I' di 9 tale che Input(I') = X e Output(l') =Y

(2) M coN INPUT X PRODUCE IN OUTPUT Y IN n-PASSI, O IN TEMPO n, dove n € N, e si
scrive M(X )™Y', se esiste una computazione I' di 90 di lunghezza n tale che Input(l') =
X e Output(I') =Y. Scriviamo M (X)L MY se M(X)L™Y | per qualche m < n.

(3) 9t ACCETTA (O RICONOSCE) X, e si scrive 9(X){, se M(X)|Z, per qualche stringa
7 € S*. Scriviamo 9(X)1 se M(X)] non vale.

(4) M ACCETTA (O RICONOSCE) X IN n-PASSI, O IN TEMPO n, dove n € N, e si scrive
IM(X)L™, se M(X)L™ Z, per qualche stringa Z € S*. Scriviamo M (X) =™ se M (X)L
per qualche m < n. |

Esempio 6. Riferendoci all’esempio precedente:

(1) 9 (s150515150)450S0505050;

(2) M(s150815150)4 1) 8080805080;

(3) 9 (1505151504 58080805080, per ogni n > 15;

(4) m(slsoslslso)¢7

(5) OM(s1S0515180 )41

(6) m(slsoslslso)¢(§”), per ogni n > 15. [ |

Definizione 7. Sia 97t una TM.



(1) La RELAZIONE COMPUTATA DA 0 ¢ l'insieme o(901) delle coppie (X,Y) di stringhe su
S(9) tali che M(X)]Y. (Si osservi che se M ¢ una DTM allora o(9) ¢ una funzione:
LA FUNZIONE COMPUTATA DA 9.)

(2) Il LINGUAGGIO ACCETTATO (O RICONOSCIUTO) da 9t ¢ l'insieme .Z(9) delle stringhe
su S(9M) che sono accettate da M.

(3) Una RELAZIONE p DI STRINGHE E COMPUTATA DA I se e solo se p = o(9MN).

(4) Un LINGUAGGIO . E ACCETTATO DA I se e solo se .7 = Z(M). [
Definizione 8. Siano .¥ un linguaggio ed f una funzione.

(1) . E (TURING) SEMIDECIDIBILE se esiste una TM 90t tale che . & accettato da 9.

(2) f E (TURING) COMPUTABILE se esiste una DTM 90 tale che f & computata da 9.

(3) . E DECISO DA UNA DTM D se:

(3.a) (D) =X, e
(3b) & ={X €S(D) : D(X)|e}.

(4) . E (TURING) DECIDIBILE se esiste una DTM D tale che .7 & deciso da D. [
Definizione 9. Sia 9 una TM.

(1) Per ogni stringa X € Z(9M), la COMPLESSITA TEMPORALE DI 90t SULL'INPUT X ¢ la
quantita Ton(X) definita come segue:

Ton(X) = min{n € N: M(X)| ™} .

(Cioe Ton(X) @ la lunghezza della pilt corta computazione di 90 con input X.)

(2) 11 RUNNING TIME DI 90t & la funzione Toyy : N — N U {—1} definita come segue:

-1, altrimenti .

Ton(r) = {max{im(X) . X € Z(9M) anp | X[ =n}, se{X € L) :|X|=n}#0

(3) Diciamo che 9 E REGOLARE (RISPETTO ALLA COMPLESSITA TEMPORALE) se:
per ogni Y, Z € L(M), se [Y| = |Z| allora Ton(Y) = Ton(Z).

(Cioe, 90 & regolare se per ogni stringa X € Z(9M), la complessita temporale di 9 con
input X dipende solo dalla lunghezza | X| di X.) |

Nel seguito useremo la seguente notazione: per ogni sottoinsieme non vuoto S di SU{},
ogni stato ¢ e ogni azione A, indicheremo con ¢SA l'insieme di istruzioni {qtA : t € S}.



Esempio 7. La seguente TM 91 accetta il linguaggio . costituito da tutte le stringhe

palindrome sull’alfabeto {a,b} (a =s;, b=1s;, i # j):

qoallq;
qobllqy
q:0rqs
Q20" qy
qs{a,b}rqs
OI4{CL7 b}ﬁq4
q30%q5
q4%q6
q5bbqs
Qsaaqge
qsallqs
qeblqe
q50%qy
qs1q7
q7{a,b}9q;
q70rqo

Osserviamo che M e regolare e che il suo running time Ty, soddisfa la seguente equazione di

ricorrenza:
0, sen =20

Ton(n) = < 5, sen=1
Tom(n—2)+2n+3, sen>2,

per ogni n € N.
Espandendo 'equazione si ottiene che

e
—_

(n — 21)] = Ton(n — 2k) + 2nk — 2k* + 5k,

)

Il
o

per ogni k < n/2, e quindi:

1
—n?+ —n, se n € pari
2 2
Tom(n) = -
5712 + 571 + 2, altrimenti.

Pertanto Typ(n) = ©(n?); cosl il running time di 9 & quadratico.

Esempio 8. La seguente DTM computa la funzione f : {a,b}* — {a,b}" (a = s;, b = s;)
tale che, per ogni stringa X € {a,b}", f(X) @ la stringa ottenuta da X eliminando in essa
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ogni eventuale occorrenza del simbolo a:

do{a, b}l qo
o * *qo

qold * qu
ai{a, b, *}9q;
q:0rqs
q2allqs
qsrqs
q2blqy
qsrqs
as{a, b, *x}rqs
q50bqs

as{a, b, x}9qs
qsI"q

q2 * Uqo
q200rqy

(Si osservi che la macchina utilizza un simbolo ausiliario * = s, diverso da a e da b). |

Esempio 9. La seguente DTM computa la funzione f : {a,b}" — {a,b}" (a = s;, b = s;)
tale che, per ogni stringa X € {a,b}", f(X) & il “reversal” di X, cioe X scritta al rovescio:

do{a, b}l qo
Qo * *qo

qold * qu

q; * Iq;

q1a * q2
q1b* g3
qx{a, b, *}’qy
qs{a, b, *x}rqs
qz2llaqy
q3lbqy

Q4{CL7 b}ﬁ%
qs * Iq;
q:0rqs

qs * Lge
gsras

(Si osservi che la macchina utilizza un simbolo ausiliario * = s diverso da a e da b). n

4 Funzioni numeriche (Turing) computabili

Di seguito indichiamo i simboli sy ed s; con 0 e 1, rispettivamente.

Dato un n € N denotiamo con "n'la stringa di lunghezza n formata concatenando n copie
del simbolo 1. (Es. T07=¢, "17=1,"27=11, ...

Sia f una funzione parziale su N di arieta k, dove k > 1, e sia D il dominio di f.
Indichiamo con " f7 la funzione tale che:
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(1) il dominio di " f7 ¢ I'insieme di stringhe

{"™m170"ny0---0"ny " : (ny,ng,...,ng) € D}

(2) per ogni (n1,n9,...,ng) € D,

"f1("™m1 0"y 0 - 0"y ) =" f(ng,ng, ..., nE)

Diciamo che f & (Turing) computabile se lo & la funzione ™ f7.

Esempio 10. Siano f : N — Ne g : N> — N definite da

n . .
5 se n e pari nxm, sen+m=3
f(n) — (S g(nﬁ m) = : 1
© altsimenti 1, altrimenti .

Il dominio di " f' € composto dalle stringhe €, 11, 1111, 111111, ..., e si ha:

rfj()-é

Tf(11) =
rf7(1111)__11
Tf(111111) = 111

Il dominio di "g ' € composto dalle stringhe 0111, 1110, 1011 e 1101 e si ha:

Tg7(0111) =
T¢7(1110)
Tg7(1011)
Tg7(1101)

€
11
11

Le funzioni f e g sono computabili. Infatti, ad esempio, " f' e computata dalla seguente

DTM:
q000qy
qolrq:
qog5
q:00q;
q:10rqy
q:U0qgy
q200q;
q21rqy
9203
q30Uqp
q3109q4
q401qo
q41q4
q517qgs
gL qe
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5 Macchine di Turing Multi-nastro

Un macchina di Turing multi-nastro possiede due o piu nastri, ciascuno dotato della propria
testina meccanica. Le testine possono operare sui rispettivi nastri in maniera indipendente
I'una dall’altra pero sono comandate da un unico sistema di controllo che determina il com-
portamento della macchina. Un’istruzione di una macchina di Turing multi-nastro puo essere
rappresentata come una quadrupla (q, (t1...tx), (01 ...0x),p) dove k & il numero dei nastri
della macchina, ¢ e p sono stati e, per + = 1,...,k, t; rappresenta il contenuto della casella
scandita dalla testina meccanica nell’z-esimo nastro, mentre o; rappresenta 1’operazione che
la testina meccanica dell’i-esimo nastro deve eseguire. Quindi, un’azione di una macchina di
Turing con £ nastri consiste nell’esecuzione in parallelo di k-operazioni delle testine mecca-
niche, un’operazione su ogni singolo nastro, e nella successiva transizione di stato del sistema
di controllo. Data una stringa input s;, - - -s;,, inizialmente il sistema di controllo assume lo
stato iniziale qp; il primo nastro € composto da n caselle, contenenti, da sinistra verso destra,
i simboli s;,, ..., s;, € la testina meccanica e posizionata sulla casella piu a sinistra; i rimanenti
nastri sono composti ciascuno da una singola casella vuota. Quando (e se) la macchina si
ferma, 'output viene estratto dal primo nastro con la stessa modalita descritta in precedenza
per le macchine di Turing con un solo nastro.

Le definizioni date nella Sezione 3 si generalizzano al caso delle macchine di Turing multi-
nastro. Riportiamo di seguito quelle principali.

Definizione 10. Sia k € N, k£ > 1.

Una k-ISTRUZIONE ¢ una k-upla ordinata (qit101p1, ..., qrtrogpr) di istruzioni tali che
Qi=:=qnepr="-=pp

Una MACCHINA DI TURING CON k-NASTRI (k-TM) ¢ un insieme finito di k-istruzioni.

Una k-CONFIGURAZIONE ¢ una k-upla ordinata v = (X1q1t1Y1, . . ., XgqxtrYx) di configu-
razioni tali che ¢; = - -+ = g;. Il contenuto estratto da v & (y) = (Xyq:1t1Y1), cioe il contenuto
estratto dalla prima configurazione.

La k-CONFIGURAZIONE INIZIALE corrispondente ad una stringa Z € S* ¢ la k-configurazione
(Start(Z),qold, ..., qo0).

Sia 9 una k-TM.

Per k-configurazioni v = (71,...,7.) e ¥ = (7, ..., 74), scriviamo ' oy " se esiste una
k-istruzione (I, ..., Iy) € M tale che v} (3 77, per ogni j =1,... k.

Una k-configurazione v = (Xyqt1Y7, ..., XiqtrYy) € terminale rispetto a 9t se non esiste
alcuna k-istruzione (Iy, ..., I;) € 9 tale che I; comincia con gt;, per ogni j =1,... k.

Un segmento di computazione di 9T ¢ una sequenza finita I' = (vy,vy,...,7,) di k-
configurazioni, dove n > 0, tali che ~; Fop 7,1, per ogni¢=0,1,...,n — 1. |

Nel seguito useremo le seguenti notazioni:
(1) ogni k-istruzione (git101p1, - . -, qrtrogpr) verra rappresentata come
q(t1, ... ty)(o1, ..., 06)D,
dove gy = =g =qepr =" =pp=p;
(2) ogni k-configurazione (Xyqit1Y7, ..., XpqrtrYr) verra rappresentata come

(q7 XIJ—tlmv oo 7XkJ—thk) ’
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Esempio 11. La seguente 2-TM %[ accetta il linguaggio .Z costituito da tutte le stringhe
palindrome sull’alfabeto {a, b} (si veda l’esempio 7):

La macchina copia semplicemente la stringa input dal primo nastro sul secondo nastro e
successivamente confronta i simboli delle due stringhe attraversandole in ordine inverso: la
stringa sul primo nastro viene attraversata da destra verso sinistra mentre quella sul secondo
nastro da sinistra verso destra.

Osserviamo che 2 e regolare che

Ta(n) = 4n + 2
per ogni n € N; pertanto Ty(n) = ©(n) e quindi il running time di 2 ¢ lineare. |

5.1 Relazioni tra Macchine di Turing e Macchine di Turing multi-
nastro

Vediamo adesso come ogni macchina di Turing multi-nastro 90 possa essere “simulata” da
una macchina di Turing ¥ con un singolo nastro. Siano

(a) k il numero dei nastri di 90;

(b) {siy,---.,s;, } alfabeto di 9;

(C) m il minimo indice tale che {Sim c. ’Sih} C {So, cee Sm}.
L’alfabeto di ¥ & l'insieme {S' S;, ,S; s, [ / >I<} dove
105t P Dggy D i)
(a)s = S i er 1 =0,1 h;
i) m-+j+1, PET ] y Ly eyl

(b) O+ = Sm+h+2;
(€) / = Sm+in+3;
(d) * = Sym4h44-

Gli stati di ¥ sono suddivisi in due gruppi: stati semplici e stati composti. Gli stati semplici
SONO o, 1, - - -, gokrg; gli stati composti corrispondono a coppie e triple ordinate del tipo
(q,U) e (p,V,W) dove: q e p sono stati di 9; U € una stringa su {s;,, . ..,s;,, 1} di lunghezza
al piu k che rappresenta i contenuti delle caselle scandite da 9t sui k nastri; V' ¢ una stringa

14



su {siy,...,8i,,0, 7} di lunghezza al pit k che rappresenta le operazioni che 9 esegue
sui nastri; W & una stringa su {s;,,...,s;,0, /s, ..., 85,0590, <, >, 7, P, 91 di
lunghezza al piu 4 usata per determinare le operazioni che deve eseguire ¥ per riprodurre
ogni singola operazione di 9.}

La simulazione di 9t consiste essenzialmente nel rappresentare ogni k-configurazione v =
(¢, X11t1Y1, ..., X3 Lt Yy) di 9 con la configurazione (v) = x(q,e)/ X t1Y1/ -+ | Xpty Vi /*.
Si osservi che i simboli * e / vengono usati, rispettivamente, come marcatore di margine
(sinistro e destro) e come separatore; i simboli #1, ...t (gli head-marker) rappresentano
invece i contenuti delle caselle scandite da 9 sui £ nastri.

Supponiamo che 91 contiene l'istruzione I = q(t; -« -tx)(01 - - - 0x)p. Allora, partendo dalla
configurazione *(q,&)/ X t1Y1/ - /X3t Vi/*, T simula leffetto dell’esecuzione di I in due
fasi successive. Nella prima fase, T percorre il nastro da sinistra verso destra alla ricerca
degli head-marker 1, ..., t-. Quando incontra il primo head-marker, cioe¢ i, si sposta di una
casella a destra, “memorizza” il simbolo ¢; nel suo stato interno effettuando la transizione
di stato da (g,€) a (g,t1) e successivamente prosegue alla ricerca del secondo head-marker
mantenendosi nello stato (g, ;). Quando incontra il secondo head-marker, cioe 5, si sposta
di una casella a destra, memorizza il simbolo 5 nel suo stato interno effettuando la transizione
di stato da (q,t1) a (q,tits) e successivamente prosegue alla ricerca del terzo head-marker
mantenendosi nello stato (g, t1t2). ¥ ripete questo processo fino a quando raggiunge la fine
del nastro, cioe incontra il simbolo *. A questo punto ¥ ha memorizzato l'intera sequenza
di simboli ¢y, ..., t, cioe si trova nello stato (q,t; - - - tx), ed ha quindi sufficienti informazioni
per determinare che I’azione compiuta da 9 sara (o1, ..., 0r)p. Successivamente ¥ si sposta
a sinistra, effettua la transizione di stato da (q,t;---tx) a (p,o01 -0k, ), memorizzando la
stringa di operazioni oy - - - 0, ed inizia la seconda fase di simulazione. Nella seconda fase, T
ripercorre il nastro all’indietro, da destra verso sinistra, e simula le operazioni che 91 esegue sui
k nastri, cioe le operazioni oy, ..., 0. Le operazioni vengono simulate in successione, una alla
volta, a partire da oy, fino ad 0; (quindi nell’ordine oy, ..., 01). La simulazione dell’operazione
0; viene realizzata da uno specifico modulo 2(; = 2;(I) di istruzioni tramite le quali ¥ effettua
la particolare sequenza di operazioni che richiede la simulazione stessa. Questa sequenza
di operazioni viene determinata usando una speciale stringa (variabile) di controllo [o;] che
% memorizza in una componente del suo stato interno. La stringa di controllo funziona in
maniera simile ad uno stack con il top all’estremita sinistra: quando ¥ deve eseguire un
gruppo di operazioni le inserisce al top dello stack una dopo l'altra, in un ordine specifico. T
esegue sempre l'operazione che si trova al top; quando la termina, la “consuma” dallo stack
facendo un pop e passa all’operazione successiva. La simulazione di o; ha fine quando lo
stack diventa vuoto, cioe la stringa di controllo diventa uguale alla stringa vuota . (Maggiori
dettagli verranno forniti successivamente).

In maniera piu precisa, la seconda fase di simulazione viene dunque effettuata come segue.
Procedendo da destra verso sinistra, quando ¥ incontra il primo head-marker, cio¢ t;-, effettua
la transizione di stato da (p,o01---0k_10x) & (p,01 - 0k_1, [0x]) memorizzando la stringa di
controllo [og], e successivamente parte la simulazione di o, mediante il modulo 2. Quando ¥
ha terminato la simulazione di o, ha consumato tutta la stringa di controllo (cioe si ha che
[ox] = €) e assume quindi lo stato (p, 01 -+ -0k_1,€). A questo punto riprende la scansione del
nastro verso sinistra alla ricerca del prossimo head-marker ¢;- ,; appena lo incontra memorizza
la stringa di controllo [og_1] assumendo lo stato (p, 01 - - - 0k_2, [0k_1]) e simula 'operazione oj_4
mediante il modulo 2, _1; quindi procede verso sinistra alla ricerca del prossimo head-marker
tE ,, e cosi via. Quando T raggiunge l'estremita sinistra del nastro, cio¢ incontra il marcatore

1 significato dei simboli <1, >, ™, ~, <P, %= sard chiarito pill avanti.
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*, ha finito di simulare tutte le operazioni di 91 e si trova quindi nello stato (p, €, €); si sposta
a destra, assume lo stato (p,e) e riprende il processo di simulazione a partire dalla nuova
configurazione.

La prima fase di simulazione viene realizzata dal seguente insieme J;(I) di istruzioni, dove

S=SMMmui{d,/}:

(¢,€)57(q,€)

(qa E)tlp(% tl)

(¢,t1)ST (g, t1)
(¢, t1)taT (g, tata)
(q,t1t2) ST (q, tit2)
( tltg)t3 (q, tltgtg)

( tltg s tk_l)SP(q, tltg . 'tk—l)

(¢, tata - te1)ti T (q, tata - - - thaty)

(g tata - tp_1tp) ST (q, taty - - - tr_1ty)

(g, tata - tp_1tp)*(p, 0102 - - - Op 10k, €) .

La seconda fase di simulazione viene realizzata dal seguente insieme Jo(I) di istruzioni, dove

S =S uid,/}:

(p, 01+ 0k_10k,€)Sp, 01 -+ - Ok_10k, €)

(p, 01 Op—10k, &)ty i (p, 01 - - - Op—1, [0k])

2

(]% 01" 0k-1, €)S<7(p7 01 'Ok—l,c":‘)

(ps 01+~ 0p—1, )ty tg_1 (D, 01 -+ - O 2, [0 1])
A1

(p;01,€)S9(p, 01,€)
(p, 01, 8)t1t1 (p, €, [01])
2

(p,e,2)S9(p, €, ¢€)
(p,€,€)(p,€) .

Per ogni operazione o;, il contenuto iniziale della stringa di controllo [o;] e il modulo di
istruzioni 2; sono definiti come segue.

Se 0; =t € S(M)U{O} allora per simulare l'effetto di o;, la macchina T deve semplicemente
stampare il simbolo ¢+ e successivamente si deve muovere a sinistra. Per cui:

(1) Jo,] = t+e
(2) A ={(p,o1- 01, - Nt (P01 - 0i-1, ), (P01 - 041, NEUp, 01+ - - 051, )}

Se 0; = I allora nel simulare 'effetto di o;, la macchina ¥ potrebbe trovarsi di fronte ad
un problema: se la casella scandita sull’i-esimo nastro di 90 si trova all’estremita destra del
nastro stesso, T deve “shiftare” verso destra tutti i simboli del nastro che seguono t;- (oppure
shiftare verso sinistra tutti i simboli del nastro che si trovano alla sinistra di ¢;-, compreso
t+) in modo da lasciare spazio al blank. Per cui, inizialmente T si sposta alla destra di t;-
e controlla il simbolo t che incontra. Se questo simbolo e diverso dal separatore /, non &
necessario effettuare alcuno shift e T semplicemente sostituisce ¢ con il corrispondente head-
marker ¢+ e poi si sposta a sinistra; in caso contrario T deve effettuare lo shift a destra dei
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simboli. Per fare cio T stampa inizialmente il simbolo * per ricordarsi da dove deve iniziare
lo shift; successivamente si sposta alla fine del nastro eseguendo un “loop di spostamento a
destra” fino a quando incontra il marcatore *; quindi si sposta di una casella a destra e stampa
x. A questo punto, ripercorre il nastro all’indietro shiftando di una casella verso destra ogni
simbolo che incontra fino a *. Usiamo il simbolo > per indicare l'operazione di controllo
del simbolo alla destra di ¢ e usiamo i simboli & e ~ per indicare le operazioni di loop
di spostamento a destra e 'operazione di shifting verso destra dei simboli, rispettivamente.
Allora [o;] = t;,7 > e 2; consiste nelle seguenti istruzioni:

(p, 01+ 011, ;7 D)t ti(p, 01+ - 0;-1,7 1)
(p,01-+-0;_1,F D)t (p, 01+ 0;-1,1>)
{

(p,o1+--0i_1,>)tt(p, 01+ 0;—1, )

(p,o1 - -0i_1, Nt-(p, 01+ -0;_1,€) + t € S(M) U{O}

< 0;-1,) /*(p, 01+ 0i—1,7 )
2 0i-1,F B)xC(p, 01+ 0,21, %)

S O
= =

e 0i-1, %80 (p, o1 0i-1, %) 1 s € S(T)\ {*}

—
=
=)
iy

051, B ) (P, 01+ 051, ¥ TN
0,1, *T9)Ox(p, 01 + - - 0,1, T9)
c 051, ‘Wﬁm)*ﬁ(p, 01041, ﬁm)
<01, IN)%9(p, 01+ - 051, )

S © O
= = =

TR T RS T
=)

< 0i_1,™N)SP(p, 01 0;-1, 8797
01,879 )us(p, 01 - - - 0;_1, TI)
< 0i-1, 19)$9(p, 01 - - - 0i-1, IY)
0i_1, 1)sUp, 01+ 0;_1,) s € S(X) \ {*},u e S(T)

NN N
233
S O O
[

=
S

}

(p,o1---0i1, A)*O(p,01---0i1, )
(p,01--- 041, ﬁ)Dlﬁ(]% 01+ 0i_1,€).
I caso 0; = 9 & “simmetrico” di quello precedente ... (I simboli usati in questo caso per

rappresentare le operazioni principali sono: <1 per il controllo del simbolo a sinistra di ¢;-;
per lo shift verso sinistra; <P per il loop di spostamento a sinistra).

Il seguente insieme J’ di istruzioni permette a T di passare da ogni configurazione in-
iziale Start(Z), dove Z € S(9M)", alla configurazione (Start(Z)) che rappresenta la k-
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configurazione iniziale di 91 corrispondente a Z:

{
Qottqy
q(]tltj'qO it e S(,‘Jﬁ) U {D}
¥
do//do
Qo**g

{
qittq ct € S(M) u {0}
}
a:0/a
q1/992
q2l1xq
q2*lqy
OI2/F>Q2
{
@t rq;
qstr'qs
qsttttqe i t € S(M) U {O}
}
Q3//QO
q3**q
asl/as
qs4/7q4
O14D|jl(14
%DLP%

Qor—1/ o

2k /T d2k

Q200 gy,

%kDLPQ%H

Q2k+1 D/Q2k+1

Q2k+1/PQ2k+2

Qokt 2% qop 2

({l2k+2*(—|Q2k+3

\ dok4+35Tq2k13 1 5 € S(T) \ {*}

Qok+3* (qo, €) -

Infatti, 'insieme J" ha il seguente effetto:
per ogni stringa non vuota Z = tity- - -t,, € (S(T))", se Z € (S(M))" allora

Start(Z)l—*jf*(qo, 8)/[‘4‘1&2 s tm/DL/DJ—/ te Dl/* ,

dove il numero di occorrenze di / & k + 1, altrimenti, cioe se Z ¢ (S(9M))", allora J'(Z)1.

Similmente,
Start(f)l_*j/*(qo, 5)/|:|J_/|:|J_/|:|J_/ tee DJ_/* .
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Per completare la costruzione di ¥ introduciamo infine I'insieme di istruzioni J” che permette
di “ripulire” il nastro di ¥ lasciando soltanto la configurazione che rappresenta il primo nastro
di M, quando M raggiunge una k-configurazione terminale. Poniamo

Y= U 8.

(g,(t1,--,tk)) EF (M)

dove §((q, (t1,...,tx))) & il seguente insieme di istruzioni, per ogni (q, (t1,...,t)) € F(IM):

(gt th)* Tdok1a
{
Q2k+4t 2544
okl Vqorgq o t € S(ON) U {OT}
}
Q2k+4/ A2k44
Qokt4*¥Iq2k 4 5

{

Q2k+517 25
Qor 5t T Qorys - £ € S(ON) U{T}
}
({12k+5/ I dok+6
A2k+650d2k46 : 5 € S(T) \ {0, *}
}
Qok+67 Qor 46
Qok+6*¥ 12k 7
Qor+709028 47
A2k+7/0d2k+8

{

Qoi+st Q2k+8
Qok1sttqakto : T € S(OM) U {0}

}.

Stimiamo adesso il tempo impiegato da ¥ per simulare un’intera computazione propria I' =
(Yos Y15 - - - Yn) di M. Sia (T') la computazione che effettua T per simulare T'.

Cominciamo con l'osservare che (I') ¢ uguale alla concatenazione dei segmenti di com-
putazione I, T'(v4), I'(7v4), - - -, T'(7,,—1), [ dove:

(a) I" &il segmento di computazione che esegue ¥ (tramite J') per passare dalla configurazione
iniziale Start(Z) alla configurazione (7,);

(b) T'(y,) ¢ il segmento di computazione che esegue ¥ per passare dalla configurazione (7y;)
alla configurazione (v,, ), per i =0,1,...,n — 1;

(c) I e il segmento di computazione che esegue ¥ per passare (tramite J”) dalla configu-
razione (v,,) ad una configurazione terminale.

Sia Z = Input(T') e sia j € {0,1,...,n — 1}. Poiché v, Fap 7;,;, si ha che [(v;,)] <
[(¥)| + ke quindi [{v; )] < (o)l + 5k < [(7)] + nk. Dato che [{y¢)| = O(|Z] + k), dalla
precedente disuguaglianza segue che |(v,,,)| = O(|Z] + nk); pertanto

[(v)l = O(|Z] + nk), (1)
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per ognit=0,1,... n.

Per passare dalla configurazione (+;) alla configurazione (v, ), T effettua al piti & shift del
nastro per simulare gli eventuali spostamenti a destra e/o a sinistra di 9t sui k nastri, e quindi
dalla (1) segue che I'(+;) ha lunghezza O(k|Z| + nk?), per ogni j = 0,1,...,n — 1. Pertanto
la lunghezza della concatenazione di T'(v,),T'(71), ..., D(v,_1) ¢ O(nk|Z| + n*k?). Si osservi
infine che i segmenti [V e I' hanno lunghezze proporzionali a [(7,)| € |{7,,)], rispettivamente,
e quindi, per la (1), le loro lunghezze sono O(|Z| + nk). Riassumendo otteniamo che la
lunghezza totale di (T') & O(|Z|k*n?).

Teorema 1. Sia 9 una k-TM. Esiste una TM T con un solo nastro che simula 9N tale che
per ogni computazione propria I' di M si ha che

[{T)] = O(|Input(I')|%*[T'[*),
dove (I') ¢ la computazione che effettua T per simulare T

Osservazione 1. Se nel precedente teorema riguardiamo k& come una costante e assumiamo
(ragionevolmente) che |Input(I')] < |I'| (cioe 9 esamina tutta la stringa input durante la
computazione) possiamo concludere che

(D) = O(T).

6 Classi di Complessita Temporale

Definizione 11. Sia ¢t : N — N una funzione e sia 991 una TM.
Un LINGUAGGIO . E RICONOSCIUTO (O ACCETTATO) DA 91 IN TEMPO (LIMITATO DA) ¢
se:

(1) Z ¢ accettato da I;

(2) per ogni stringa X € .Z si ha che MM(X)](SHIXD),

Una RELAZIONE DI STRINGHE p & COMPUTATA DA 9t IN TEMPO (LIMITATO DA) t se:

(1) p & computata da 91;

(2) per ogni coppia di stringhe (X,Y) € p si ha che M(X)]}SHXDY |
Definizione 12. Sia ¢t : N — N una funzione.

(1) Un LINGUAGGIO £ E RICONOSCIBILE IN TEMPO NONDETERMINISTICO t se esiste una
TM 91 tale che £ ¢ riconosciuto da 991 in tempo t. La CLASSE DEI LINGUAGGI RI-
CONOSCIBILI IN TEMPO NONDETERMINISTICO t € indicata con NTIME(t).

(2) Un LINGUAGGIO .Z E RICONOSCIBILE IN TEMPO DETERMINISTICO ¢ se esiste una DTM
® tale che £ ¢ riconosciuto da ® in tempo ¢t. La CLASSE DEI LINGUAGGI RICONOSCIBILI
IN TEMPO DETERMINISTICO ¢ ¢ indicata con TIME(t).

(3) Una FUNZIONE DI STRINGHE f E COMPUTABILE IN TEMPO ¢ se esiste una DTM D tale
che f e computata da ® in tempo t. |
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Osservazione 2. Le precedenti definizioni si estendono al caso di funzioni ¢t : N — R qualsiasi
sostituendo (| X|) con la quantita max(0, [¢(|X|)]), dove [r]| denota il “ceiling” di r (cioe il
pitt piccolo numero intero maggiore o uguale a ), per ogni r € R. ]

Teorema 2. Siano M una TM, £ un linguaggio et : N — N una funzione.
Le sequenti condizioni sono equivalenti.

(1) £ e riconosciuto da 9 in tempo t;
(2) £ e accettato da M e Top(n) < t(n), per ognin € N.

Dimostrazione. Supponiamo che £ & riconosciuto da 9t in tempo ¢ e sia n € N. Se Tyn(n) =
—1 allora, ovviamente, Tyy(n) < t(n). Sia quindi Typ(n) # —1. Allora esiste una stringa
X € & tale che | X| = n e Tog(n) = Ton(X). Poiché .Z & riconosciuto da 90 in tempo ¢ esiste
un m < ¢(|X|) = t(n) tale che M(X),™. Dalla definizione di Tan(X) segue che Ton(X) < m
e quindi Tyn(n) < t(n). Pertanto (1) implica (2). Il viceversa, cioe che (2) implica (1), segue

osservando che se X € & allora M(X) LT ¢ Tyn(X) < Ton(|1X]). O

Teorema 3. Siano © una DTM, f una funzione di stringhe et : N — N una funzione.
Le sequenti condizioni sono equivalenti.

(1) [ é computata da © in tempo t;
(2) f é computata da ® e Top(n) < t(n), per ogni n € N;
(3) f é computata da ® e |I'| < t(|Input(I')|), per ogni computazione propria I' di ®.

Dimostrazione. Segue osservando che, poiche ® ¢ deterministica, per ogni stringa X € &
esiste una (ed una) sola computazione di ® con input X. O

Teorema 4. Per ogni funzione t : N — N, TIME(t) C NTIME(?).

Teorema 5. Sia ¥ € NTIME(t) dove t(n) > n per ogni n € N. FEsistono una costante
¢ > 2 ed una funzione u(n) = O(c'™) tali che £ € TIME(u).

Dimostrazione. Siveda “M. Sipser, Introduction to the Theory of Computation”, teoremi 7.11
e 3.16. ]

Definizione 13. Un LINGUAGGIO .Z E RICONOSCIBILE IN TEMPO NONDETERMINISTICO
POLINOMIALE se esiste una funzione polinomiale p : N — N tale che . € NTIME(p). La
CLASSE DEI LINGUAGGI RICONOSCIBILI IN TEMPO NONDETERMINISTICO POLINOMIALE &
indicata con NP.

Un LINGUAGGIO ¢ E RICONOSCIBILE IN TEMPO DETERMINISTICO POLINOMIALE se es-
iste una funzione polinomiale p : N — N tale che ¥ € TIME(p). La CLASSE DEI LINGUAGGI
RICONOSCIBILI IN TEMPO DETERMINISTICO POLINOMIALE e indicata con P.

Una funzione di stringhe f € COMPUTABILE IN TEMPO POLINOMIALE se esiste una funzione
polinomiale p : N — N tale che f ¢ computabile in tempo p. |

Teorema 6. P C NP. Se & € NP allora £ ¢ decidibile.
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Dimostrazione. Che P C NP segue immediatamente dal Teorema 4.

Sia .Z € NP e siano 9 una TM e p : N — N una funzione polinomiale tali che 91
riconosce £ in tempo p. Per decidere se una stringa Z € X, & membro di .£ possiamo
procedere come segue. Sia Sy = {Start(Z)}. Per ogni i > 0 sia S; l'insieme di tutte le
M-configurazioni v tali che esiste una configurazione § € S;_; per la quale si ha che § oy 7.

Poiché 9 riconosce £ in tempo p, si ha che Z € £ se e solo se qualcuno degli insiemi
S0, 51, - .. Sp(|z|) contiene una configurazione terminale rispetto a 9. Dato che ogni insieme S;
puo essere effettivamente costruito a partire da S;_; esaminando semplicemente le istruzioni
di M, per ogni ¢ > 0, abbiamo il seguente algoritmo per decidere se Z € Z: partendo da
Sp, costruiamo la sequenza Sp, S1, . ..Sp(|z)) e successivamente controlliamo se qualcuno degli
insiemi S; contiene una configurazione terminale rispetto a 9. Se e cosi possiamo concludere

che Z € Z; altrimenti si ha che Z ¢ 2. O

Teorema 7. Sia £ un linguaggio. Allora £ € P se e solo se la funzione caratteristica di £
¢ computabile in tempo polinomiale.

Dimostrazione. Basta osservare che se ® e una DTM tale che C'y € computata da ® in tempo
t, allora .Z e accettato da ® in tempo t. Viceversa, se © e una DTM tale che .Z e accettato
da ® in tempo t, sia A la DTM definita da

A =9 U {¢t0qr4: : (¢.1) € F(D)},

dove k & il minimo indice tale che Q(®) C {qo,...,qx}. Si verifica che C'y & computata da
20 in tempo t + 1. O

Definizione 14. Una FUNZIONE POLINOMIALE p E SEMPLICE se esistono costanti a, b, c € N
tali che p(n) = a+ b-n° per ogni n € N. |

Teorema 8. Sia p : N — N wuna funzione polinomiale. FEsiste una funzione polinomiale
semplice q tale che p(n) < q(n), per ognin € N.

Dimostrazione. Sia ¢ il grado di p e sia k il coefficiente del termine di grado 6 di p. Se § =0
il risultato e banale. Supponiamo quindi che § > 0, e sia ¢ = §. Poiché
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esistono b € Nt e v € N tali che p(n) < b-n®, per ogni n > v. Sia a = max{p(0),...,p(v)}+1.
Allora a € N* e inoltre p(n) < a + b - n€, per ogni n € N. O

Teorema 9. Sia 9 una TM.
Per ogni computazione I' di M, si ha che |Output(l')| < [Input(l)| + |T'| + 1.

Dimostrazione. Sia I' = (70,71, ..,7,) € siano X = Input(I') e Y = Output(I'). Si verifica
facilmente che |y;41] < |v| + 1 per ogni i = 0,1,...,n — 1 (poiche 7; Fon 7:41), € pertanto
7l < |70] + 1 = |y0| + |T]. Si osservi quindi che |y < | X|+2e |y, > Y]+ 1. O

Teorema 10. Sia 9 una TM.
Per ogni (X,Y) € o(M) e ogni n € N, se M(X)L™Y allora |Y| < |X|+n+ 1.

Dimostrazione. Segue dal teorema precedente. O

Teorema 11. Se f ¢ una funzione computabile in tempo t, allora |f(X)| < |X|+t(|X])+ 1,
per ogni stringa X nel dominio di f.
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Dimostrazione. Segue immediatamente dal Teorema 10. O

Teorema 12. Se f e g sono funzioni computabili in tempo polinomiale allora la funzione
composta f o g e computabile in tempo polinomiale.

Dimostrazione. Siano My e M, DTM e py e p, funzioni polinomiali tali che f ¢ computata
da M, in tempo py e g ¢ computata da M, in tempo p,. Senza ledere la generalita possiamo
assumere che ps e p, siano semplici (cf. Teorema 8).

Per computare la funzione composta f o g usiamo una 2-DTM ®. Inizialmente ® copia
I'input X dal primo nastro sul secondo nastro, lasciando il primo nastro vuoto (fase 1).
Successivamente, © usa My per computare g(X) sul secondo nastro (fase 2). Quando ® ha
finito la computazione di g(X) copia il risultato (cioe g(X)) sul primo nastro (fase 3); quindi
D usa My per computare f(g(X)) sul primo nastro (fase 4).

Sia n il minimo indice tale che Q(M,) € {qo,q1,---,qn}-

La fase 1 viene realizzata dal seguente insieme di 2-istruzioni:

J1 = {aqo(t,0)(0,t)qe
qO(S’ D)(S> D)qO
qo(03,1)(F, Nao
qo(O,0)(E,7)q; : t € S(M,), s € S(My) \ S(M,) }.

La fase 2 viene realizzata dal seguente insieme di 2-istruzioni:

Jo = {qi1(0,8)(0, 0)q;51 : qitoq; € My }.
La fase 3 viene realizzata dal seguente insieme di 2-istruzioni:

J3 = { i1 (0, u) (0, u) A2
qn+2(D> t)(t> D)qn+2
qn+2(Dv S)(D7 S)qn+2
qn+2(tv D)(ﬁv |—>)qn—i-2
qn+2(D> D)(V, D)qn-i-?» : (qi’ u) S F(mg)at S S(i)ﬁf)’ s € S(i)ﬁg) \ S(mf) }

La fase 4 viene realizzata dal seguente insieme di 2-istruzioni:

Jy= {qi+n+3(D>t)(D> O)qj+n+3 : qitoqj = i):nf } :

Pertanto © = 31 U jg U 33 U 34.

Sia X una stringa appartenente al dominio di f o g. Stimiamo la lunghezza della com-
putazione I' di ® con input X. Cominciamo osservando che I' € formata dalla concatenazione
dei 4 segmenti di computazione I'y, I'y, I's e I'y di ® corrispondenti alle fasi 1, 2, 3 e 4, rispet-
tivamente. Il segmento I'y ha lunghezza 2|X |+ 1; il segmento I'y ha lunghezza al piu p,(|X]);
il segmento I's ha lunghezza 2|g(X)| + 2; il segmento I'y ha lunghezza al pit ps(|g(X)]).
Quindi |I'| < 2|X| + 1+ py(|X]) + 2]|9(X)| + 2 + ps(lg(X)]). Per il Teorema 11 si ha che
190X)] < |X]+ p,(1X]) + 1 che implica che p;(lg(X)|) < py(1X| + p,(1X]) + 1) (poich p; ¢
una funzione crescente in quanto polinomiale semplice) e quindi

P < 21X+ 14 pg(IX]) + 201X + p(1X1) + 1) + 2+ pr(1X] + o (1X]) + 1)

Pertanto esiste una funzione polinomiale ¢ tale che, per ogni computazione propria I' di © si
ha che
T < ¢(|Input(I)]).

Poiché f o g e computata da ®, dai teoremi 1 e 3 segue che f o g € computabile in tempo
polinomiale. O
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7 Una caratterizzazione della classe NP

Definizione 15. Sia p una relazione.

(1) Un LINGUAGGIO £ RAPPRESENTA p se esiste un “simbolo separatore” / € (Xg \ X,)

tale che
Z ={X/Y : (X,Y) € p}.

(2) Diciamo che p E VERIFICABILE IN TEMPO DETERMINISTICO POLINOMIALE se esiste un
linguaggio . € P tale che .Z rappresenta p. In tal caso, ogni DTM che riconosce .Z in
tempo p, dove p & una funzione polinomiale, & detta un VERIFICATORE (DETERMINIS-
TICO) POLINOMIALE PER p.

(3) Diciamo che p E POLINOMIALMENTE BILANCIATA se esiste una funzione polinomiale p
tale che per ogni coppia di stringhe (X,Y) € p si ha che |Y| < p(|X]). |

Teorema 13. Sia .Z un linguaggio. Allora, £ € NP se e solo se esiste una relazione p tale
che:

(1) p ¢é verificabile in tempo deterministico polinomiale;
(2) p é polinomialmente bilanciata;

(3) una stringa X appartiene a £ se e solo se esiste una stringa Y, chiamata un CERTIFI-
CATO (POLINOMIALMENTE) SUCCINTO PER X, tale che (X,Y) € p, cioé

Z={Xex (Y er)X,Y)ep}.

Dimostrazione. Se £ € NP esistono una TM 91 ed una funzione polinomiale p tali che
M riconosce £ in tempo p. Questo significa che una stringa X appartiene a £ se e solo
se esiste una computazione (propria) di 9 con input X la cui lunghezza & al piu p(|X]).
E possibile rappresentare ogni computazione propria I' di 91 mediante un stringa T, su un
opportuno alfabeto X', in modo tale che la seguente relazione p sia polinomialmente bilanciata
e verificabile in tempo deterministico polinomiale:

p = {(Input(I),T) : “ T & una computazione propria di 9 7 anp |I'| < p(Input(I))}.

Si osservi quindi che una stringa X appartiene a .Z se e solo se esiste una stringa Y tale che
(X,Y) €p.

Viceversa, supponiamo che esiste una relazione p per cui valgono le condizioni (1), (2)
e (3) e sia P un verificatore polinomiale per p. Allora una TM 9% puo riconoscere £ in
tempo nondeterministico polinomiale come segue. Partendo da una stringa input X, 91 si
sposta alla destra di X, stampa il simbolo separatore / e “genera nondeterministicamente”
una stringa Y (si veda 1’Osservazione 3 seguente). Successivamente 90 verifica se la coppia
(X,Y) appartiene a p utilizzando il verificatore B con I'input X/Y. O

Osservazione 3. Si osservi che le macchine di Turing possono essere usate anche come
generatori di linguaggt, oltre che come riconoscitori degli stessi.
Una TM 9t GENERA (NONDETERMINISTICAMENTE) UNA STRINGA X se ¢ Fop X.

Ad esempio, sia X' una alfabeto. La seguente NDTM genera tutte (e sole) le stringhe su
DN
M = {qo00q1, qo0rqs, q127qo, 190, 427992, @ qz 1 v € X'}
Si osservi che 9t genera ogni stringa X € £ in tempo O(|X|). [
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8 NP-Completezza

Definizione 16. Siano .Z] e % linguaggi. Una RIDUZIONE DA %] A % e una funzione
f: 2" — 5 dove X ¢ l'alfabeto di £} e X ¢ 'alfabeto di %, taleche X € % < f(X) € %
per ogni stringa X € El*.

Una RIDUZIONE POLINOMIALE DA %] A % € una riduzione f da &) a % tale che f e
computabile in tempo polinomiale.
Scriviamo £ <, % se esiste una riduzione polinomiale da .2} a .%5. [ |

Definizione 17. Un linguaggio . ¢ NP-HARD se . <, .Z per ogni linguaggio ./ € NP.
Z ¢ NP-COMPLETO se .Z ¢ NP-hard e £ € NP. [

Teorema 14. Siano £ e £ linguaggi. Se L4 <, £» e £ € P allora £, € P.

Dimostrazione. Sia f una riduzione polinomiale da £ a %. Per il Teorema 7 la funzione
caratteristica C'y, di %, ¢ computabile in tempo polinomiale e quindi, per il Teorema 12, ¢
computabile in tempo polinomiale la funzione composta C'g, o f. A questo punto si osservi
che Cg, o f e la funzione caratteristica di .£. O

Teorema 15. Se esiste un linguaggio NP-completo £ tale che £ € P allora P = NP.

Dimostrazione. Sia £ € P tale che .Z ¢ NP-completo e sia .¥ € NP. Poiche . ¢ NP-
completo si ha che .7 <, Z e quindi . € P per il Teorema 14. Pertanto NP C P. O

Teorema 16. Siano £, £, e 5 linguaggi. Se £ <, L e £ <, L5 allora £ <, 2.

Dimostrazione. Sia g una riduzione polinomiale da £} a .%; e sia f una riduzione polinomiale
da % a £3. Poiché g ed f sono computabili in tempo polinomiale, per il Teorema 12, la
funzione composta h = f o g & computabile in tempo polinomiale. Si osservi quindi che h ¢
una riduzione da & a .%;. O

Teorema 17 (Tecnica di dimostrazione di NP-completezza (1)). Siano £ e % linguaggi.
Se £ e NP-completo e £ <, % allora £, ¢ NP-hard.

Dimostrazione. Segue dal Teorema 16. O

Teorema 18 (Tecnica di dimostrazione di NP-completezza (2)). Siano &) e % linguaggs.
Se £ € NP-completo, £ <, £ e £ € NP, allora £ ¢ NP-completo.

Dimostrazione. Segue dal Teorema 17. U

9 Problema della soddisfacibilita (SAT)

Siano fissati:

(1) Un insieme di LETTERE PROPOSIZIONALI (ATOMI)

Py P Py

(2) Il SIMBOLO DI NEGAZIONE
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Definizione 18. Un LETTERALE ¢ o un atomo 2; oppure la NEGAZIONE DI UN ATOMO —%;.

Una CLAUSOLA ¢ un insieme finito C' = {{g, (1, ..., {,,} di letterali.
Un’ASSEGNAMENTO (O VALUTAZIONE) & una funzione v : {®g, Py, P, ...} — {True, False}
che associa ad ogni atomo #; il VALORE DI VERITA v (®;) (“vero” o “falso”). [

Definizione 19. Sia v un assegnamento.

(1) Per ogni atomo ?; poniamo

True, se v(®;) = False
False, altrimenti.

()" =ov(?i) e (—?)" = {

(2) v SODDISFA UNA CLAUSOLA C' se esiste un letterale ¢ € C tale che (¢)” = True.
(3) v SODDISFA UN INSIEME DI CLAUSOLE S se » soddisfa ogni clausola di S. [

Definizione 20. Un INSIEME DI CLAUSOLE E SODDISFACIBILE se esiste un assegnamento
che lo soddisfa. [ ]

Definizione 21. Il PROBLEMA SAT consiste nel determinare se un dato insieme finito di
clausole ¢ soddisfacibile. [ |

Rappresenteremo formalmente il problema SAT con il linguaggio Zsar descritto di seguito.
L’alfabeto Xsar di Zsat € costituito dai seguenti simboli:

a b 1 /

Per i = 0,1,2..., rappresentiamo i letterali ?; e =®; con le stringhe a; = a"i'e 5; = b7,
rispettivamente, dove "¢ ' ¢ la stringa formata dalla concatenazione di ¢ copie del simbolo 1.
(Si veda la Sezione 4).

Ogni stringa X della forma /YyY; - - - Y,,, dove le stringhe Yj, Y3, ..., Y,, sono le rappresen-
tazioni dei letterali £y, £y, . .., ¢, rispettivamente, rappresenta la clausola {{g, ¢1, ..., ¢y} (Si
osservi che ogni clausola C' & rappresentata da molteplici stringhe.) La stringa / rappresenta
la CLAUSOLA VUOTA.

Ogni stringa W della forma /X,/X:/ - - - /X,, dove le stringhe /Xy, /X ..., /X, sono rap-
presentazioni delle clausole Cy, C4, . .., C,, rispettivamente, rappresenta l'insieme di clausole
{Cy, Cy,...,Cp}. (Quindi ogni insieme di clausole ¢ rappresentato da molteplici stringhe.)

Definizione 22. Definiamo formalmente Zsar come il linguaggio costituito da tutte le stringe
W € X, tali che W rappresenta un insieme di clausole soddisfacibile. [

Esempio 12. Le stringhe /abllal e /alabll rappresentano entrambe la stessa clausola
{Py, P1,~P2}. Similmente, la stringa /bbla rappresenta la clausola {®y, Py, —P;}. La
stringa /1ab11l non rappresenta alcuna clausola. La stringa W = /abllal/alll/bbla rap-
presenta l'insieme di clausole {{ P, P1, ~P2}, {P3}, {Po, 7P, 7P1}}. Si osservi che W € Lsat
dato che ogni assegnamento v per cui v (Py) = v(P3) = True soddisfa I'insieme di clausole che
rappresenta W. |

Teorema 19. %t € NP.

Per dimostrare che Zsat € NP usiamo il Teorema 13. Preliminarmente, introduciamo le
seguenti definizioni.
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Definizione 23. Sia S un insieme di clausole.

(1) 11 suppORTO DI S ¢ l'insieme atoms(S) degli atomi che “figurano” nelle clausole di S,
- atoms(S) = {A € {Py, Py, Py,...} : (3C € S){A,~A}NC #£0)}.

(2) Un INSIEME H DI ATOMI E UN MODELLO DI S se:
(2.a) H C atoms(S);

2
(2.b) l'assegnamento vy definito come segue soddisfa S:

() True, se?P; e H
vH\*5) = . .
' False, altrimenti,

per ogni atomo ;. |

Definizione 24. Una stringa X € Y¢xr RAPPRESENTA STRETTAMENTE un insieme H di
atomi se X ha la forma YyY;---Y,, dove ogni stringa Y; rappresenta un atomo (cioe Y; €
{ap,011,...}) e Y; # Y}, per ogni j,k=0,1,...,m con j # k.

Sia psat l'insieme delle coppie ordinate (W, X)) di stringe su Ysat tali che W rappresenta
un insieme S di clausole e X rappresenta strettamente un insieme H di atomi tali che H &
un modello di S. |

Dalle precedenti definizioni segue che W € Zsat se e solo se esiste una stringa X € E;AT
tale che (W, X) € psar, per ogni stringa W € Xiar. Inoltre psar & polinomialmente bilanciata.

Si puo ulteriormente dimostrare che psar € verificabile in tempo deterministico polinomiale.
Per il Teorema 13 si ha quindi che Zsat € NP.

Teorema 20. Zsat ¢ NP-hard.
Dimostrazione. Vedi la Sezione 10. O
Teorema 21 (Teorema di Cook). Zsar ¢ NP-completo.

Dimostrazione. Segue immediatamente dai teoremi 19 e 20. O

10 Dimostrazione del Teorema di Cook

In questa sezione dimostriamo il Teorema 20.

Preliminari. Nel seguito useremo le seguenti notazioni:

(1) Per ogni insieme finito I indichiamo con |I| la CARDINALITA di I.

(2) Un’ORDINAMENTO di un insieme finito I ¢ una funzione biiettiva 6 : {0,1,...,|I|-1} — I.

(3) Per ogni insieme finito 7, ogni ordinamento 6 di I e ogni x € I, L'INDICE DI 2 NELL’ORDINA-
MENTO 6 ¢ il numero ¢ € {0,1,...,|I| — 1} tale che (i) = x.

(4) Per ogni a,b,c € N, 'ORDINAMENTO LESSICOGRAFICO dell’insieme di terne
I={0,...;a} x{0,...,b} x{0,...,c}

e Pordinamento 6 di I definito come segue:
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(a) 6(0) = (0,0,0);

(i,j,k+1), sek<c
On+1)=< (i, +1,0), sek=cej<b
(1+1,0,0), altrimenti,
dove (i,7,k) = 0(n).

(5) Per ogni stringa X e ogni indice ¢ tale che 0 < ¢ < | X/, indichiamo con (X); I’(i41)-esimo
simbolo di X da sinistra verso destra.

(6) Per ogni configurazione v = XqtY poniamo Y= XtV (cioe 7 ¢ela stringa ottenuta da
eliminando da essa il suo simbolo di stato ¢).

(7) Per ogni insieme finito S = {Cy, C1, ..., C,} di clausole, la DIMENSIONE DI S ¢ la quantita
size(5) = X o<icy ICil-

(8) Per ogni insieme finito A di atomi, poniamo
VA= {{—a,-b}:a,b€ AAND a # b} U{A}.
(Si osservi che:

(8.0) size(VA) = |A|(|A] ~ 1) + |A| = | AP,

(8.b) per ogni assegnamento v, v soddisfa I'insieme di clausole VA se e solo se esiste un
unico atomo a € A tale che v(a) = True.)

(9) Per ogni coppia S7,Ss di insiemi di clausole poniamo

S1ASy=5US8, (CONGIUNZIONE di S; e S5)

S1VSy={CUK:Ce€ S5, KeSy} (DISGIUNZIONE di S; e S5) .

Si osservi che:

) le operazioni A e V sono commutative e associative;
) size(S1 A\ Ss) < size(Sy) + size(Ss);

) size(S1 V Sy) < |Sa|size(Sy) + |S1|size(Ss);

)

per ogni assegnamento v, v soddisfa S; A S5 se e solo se v soddisfa S; e v soddisfa

Sa;

(9.e) per ogni assegnamento v, v soddisfa S; V S se e solo se v soddisfa S; o v soddisfa

Sa;

(9.f) se Fy, Fi,..., F, sono insiemi di “clausole unitarie”, cioe ogni clausola di ogni in-
sieme contiene un solo letterale, allora size(\/o,,, £i) < (n+1) - [[ocic, [Fi].) W

Definizione 25. Una TM 9 ¢ in FORMA CANONICA se:
(1) gli stati di 9t sono qp, q1, - - -, Qm, per qualche m > 0;

(2) i simboli dell’alfabeto di 9t sono sg, s1, ..., s,, per qualche r > 0;
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(3) per ogni (q,t) € {qo,q1,-- > Am-1} X ({S0,S1, - - .,8.-} U{}) esiste almeno una istruzione
di 9 che comincia con gt;

(4) per ogni t € {sg,s1,...,s,} U{} nessuna istruzione di 9 comincia con q,t. |

Teorema 22. Sia £ un linguaggio. £ € NP se e solo se esistono una TM 9N in forma
canonica ed una funzione polinomiale semplice p tali che:

(1) L ¢ accettato da M;
(2) per ogni stringa X € £ si ha che (X ) =PUXD),
Definizione 26. Sia 9 una TM.

(1) Un n-ARRAY DI M, dove n € N, & una sequenza finita I' = (y9,71,...,7) di n + 1
configurazioni di 90 tali che || = |11 = ... || =2n+ 2.

(2) Una n-COMPUTAZIONE DI 9, dove n € N, ¢ un n-array I' = (79,71,...,7,) di M
soddisfacente le seguenti proprieta:

(2.a) esistono stringhe U,V € {{0}" tali che |U| > ne V| > n+1—|(70)| e 70 = Uqo{10)V;

4

a

(2.b) perognii=0,1,...,n—1 almeno una delle condizioni “y; Fon yi41 "7 0 “Yiz1 =% "
e vera (cioe ogni configurazione nella sequenza ¢ uguale a quella precedente oppure
consegue da quest’ultima mediante I’esecuzione di una istruzione di 9);

(2.c) 7, ¢ una configurazione terminale rispetto a 9.

L'INpUT di I € Input(I') = (y0); la LUNGHEZZA di I" & |I'| = n. (Si osservi che se I' & una
n-COMPUTAZIONE di 91 allora |I'| > |Input(')| — 1.) |

Teorema 23. Sia M una TM e siano X € S* en € N tali che n > |X|— 1. Allora,
IM(X)LE™ se e solo se esiste una n-computazione I' di M tale che Input(I') = X.

Teorema 24. Sia £ un linguaggio. £ € NP se e solo se esistono una TM 9N in forma
canonica ed una funzione polinomiale semplice p tali che

L ={X eSO : AN)(“T ¢ una p(|X|)-computazione di M con input X ")} .

Sia adesso 9t una TM in forma canonica e siano {qq, qs, - - ., Qn} U'insieme degli stati di
M e {sp,s1,...,s.} lalfabeto di M.

“Costruiamo” la funzione dgy che associa ad ogni coppia (X,n), dove X & una stringa
sull’alfabeto di 9t ed n € un numero intero maggiore o uguale a | X | — 1, I'insieme di clausole
dm(X,n) tale che (X, n) & soddisfacibile se e solo se M(X)L(=™.2 (Difatti, don(X,n) &
soddisfacibile se e solo se esistono n-computazioni di 9% con input X (cf. Teorema 23).)

Definizione 27. Per ogni n € N siano:

Aln) = {(i,5,k) : 0<i<r+1,0<7<2n,0<k<n}

B(n) = {(h,j,k):0<h<m,0<j<2n0<k<n}.
|

2Si veda “Martin D. Davis, Ron Sigal, Elaine J. Weyuker, Computability, Complexity and Languages”.
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Definizione 28. Per ogni n € N, (7,5, k) € A(n) e (h, j, k) € B(n) siano:

1) aft .. il (p+1)-esimo atomo della lista Py, Py, Ps, ..., dove p & I'indice della terna (z, 7, k
[4,5,K]
nell’ordinamento lessicografico di A(n);

(2) Bihjn il (p+ 1)-esimo atomo della lista Py, Ppy1, Prya, ... dove p & lindice della terna
(h, 7, k) nell’ordinamento lessicografico di B(n) e £ = (r +2)(2n+ 1)(n + 1);

(3) An = {aﬁ,j,k] : (iujv k) < A(n)} e Bn = {ﬁﬁz,j,k} : (h7.j7 k) < B(n>}
(Cosi A,, ¢ I'insieme dei primi (r + 2)(2n + 1)(n + 1) atomi della lista 2y, Py, P, ... ¢ B,
e 'insieme dei successivi (m + 1)(2n 4 1)(n + 1) atomi della stessa lista.) [

dm(X,n) avra come supporto® I'insieme di atomi U,, = A,, U B,,.

Definizione 29. Per ognin € N e ogni n-array I' = (79,71, - - -, Vn) di M sia o Passegnamento
definito come segue:

(1) per ogni atomo a ¢ U,: »'(a) = False;

(2) per ogni (i,7,k) € A(n):

" True, se (11); = s;
”F(a[i,j,k}) = { !

r
v (.,
. . +1,5,k . .
False, altrimenti [r+1.5 False, altrimenti:
) ) b)

" - {True, se (1); =0
) =
(3) per ogni (h,j,k) € B(n):

LB ) = {True, se (Vk); = dn

[F,5:k] False, altrimenti .

o (X, n) soddisfera le seguenti condizioni:

(cond.1) per ogni n-array I' di I,
“T & una n-computazione di 9 con input X 7 < “ o' soddisfa s (X, n) 7;

(cond.2) se » & un assegnamento che soddisfa oy (X, n), esiste un unico n-array I di 9 tale
che v(a) = »''(a), per ogni atomo a € U,.

(E quindi égr(X,n) & soddisfacibile se e solo se M (X)}(=").)

Si osservino i seguenti fatti.

13

(1) Le condizioni vr(aﬁjk]) = True 7 e “ o' (B}, ;1)) = True ” possono essere espresse,
rispettivamente, come segue:

(1L.a) “nella (k+ 1)-esima configurazione di I', la macchina 9t esamina la (j + 1)-esima
casella del nastro da destra verso sinistra e questa casella contiene il simbolo s;,
ovvero la casella ¢ vuotaset=r+1"7 e

3¢f. Definizione 23.
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(1.b) “mnella (k4 1)-esima configurazione di I', la macchina 9t si trova nello stato interno
qy, ed esamina la (j 4 1)-esima casella del nastro da destra verso sinistra ”.

(2) Per ogni n-array I" di 9t

(2.a) per ogni (j, k) € {0,...,2n} x{0,...,n} esiste un unico i € {0,...,r + 1} tale che
”F(aﬁ,m}) = True (difatti (y4); = si, ovvero (7%); = O nel caso i =7 + 1);

(2.b) per ogni k € {0,...,n} esiste un’unica coppia (h, j) € {0,...,m} x{0,...,2n} tale
che " (B, ; 4) = True (difatti (v); = qu).

(3) Per ogni I'; e I'y n-array di M, se »1* = »'2 allora I'; = I'y (come segue dalle proprieta
precedenti).

Introduciamo adesso quattro insiemi di clausole la cui unione costituisce dgn(X,n). I primi
tre insiemi “forzano” la condizione (cond.1); I'altro la condizione (cond.2).

Insieme di clausole 1. Sia

Terminal, = {{B},, ;. : 7 € {0,...,2n}}}.

Si osservi che:

(1) Per ogni n-array I' di 9, o soddisfa Terminal,, se e solo se I'ultima configurazione di T
e terminale rispetto a 9.

(2) size(Terminal,) =2n+ 1 = O(n).

Insieme di clausole 2. Sia Initial\ 'insieme di clausole definito come segue

(1) se X = ¢ allora
Initialf = {{a[rjﬂ—i—l,j,o]} :0<j<2njuU {{ﬁ?o,n,o}}};
(2) se X =s;,8;, - -8;,, dove z > 0, allora

Initialyy = {{aj 10} 0<j <n}pU
{{ag]‘,n-ﬁ'jﬂ}} :0<j <z}l
{{aﬁ+1,n+z+1+j,0]} 0< 1< n—z— 1} U

{80017 -

Si osservi che:

(1) Per ogni n-array I' di 9, »" soddisfa InitialX se e solo se la prima configurazione di I ¢
UqoXV dove U e V sono le stringhe su {0} di lunghezze n e n+1—|X]|, rispettivamente.

(2) size(lnitial¥) = 2n + 2 = O(n).
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Insieme di clausole 3. Sia

M ={q,tj,tr,q, a0 €1{0,1,...,a}}U
{qibtjbl')qlb . b - {0, 1, ey b}}U
{q;,t; %, : c€{0,1,...,¢}}

dove to = So,tl = S1,... ,tr = Shtr—i-l =[.
Poniamo

Cons, = /\ /\ (NotHead(j, k) V Ident(j, k) v Print(j, k) V Right(j, k) V Left(j, k)) . *

0<k<n 0<j<2n

dove

(1) NotHead(j, k) ( V' {{afn) {a”k+1}}> A8 m3 :h €{0,....m}};

0<i<r+1

(2) Ident(j, & \/ \/ Hegiub e et 1800 Bkt

0<h<m 0<i<r+1

(3) Print(j, k \/ Ut it A2 i b 1B im b B k1

0<a<a

(4) Right(i, k) = {vo<b<b{{aw} AGjarib Bsih 1B} se <20
{{}}, altrimenti;

V0<c<c{{ [jerds k]} { [eujk+1] h {ﬁ[zc] K] H {ﬁ[zcj 1k+1] 1y osej>0

{{}}, altrimenti ;

(5) Left(j, k) = {

Si osservi che:

43

(1) Per ogni n-array I' = (70,71, - - -, Vn) di M, o7 soddisfa Cons, se e solo se
0 “%Yix1=2 ",perognii=0,1,...,n—1.

Yi Fon Yigr 7
2) size(NotHead(j, k)) < (r +2)2""2 + (m + 1).

3) size(ldent(j, k)) < (m + 1)(r + 2)40m+D0+2),

5) size(Right(j, k)) < (b + 1)4>*1.

(2) size(
(3) size(
(4) size(Print(j, k)) < (a+ 1)4**+1.
(5) size(
(6) size(Left(j, k)) < (¢ + 1)4°*1.
(7) size(

7) size(Cons,) = O(n?) (poiché r ed m sono costanti).

4Se n = 0 allora Cons,, = 0.
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Insieme di clausole 4. Sia
Unique,, = USS,, A String,,

dove
USS, = /\ V{Bh,x:0<h<m0<j<2n}

0<k<n

String,, = /\ /\ Vi{ajg:0<i<r+1}.

0<k<n 0<j<2n

Si osservi che:
(1) Per ogni assegnamento v,

(1.1) » soddisfa Unique,, se e solo se valgono le seguenti condizioni:

(1.1.1) per ogni (j,k) € {0,...,2n} x {0,...,n} esiste un unico i = e(j, k) €

{0,....,r+1} tale che v(a; ;) = True;

(1.1.2) per ogni k£ € {0,...,n} esiste un’unica coppia (h,j) = (£(k),g(k)) €
{0,...,m} x {0,...,2n} tale che v(By, ;) = True;

e quindi

(1.2) » soddisfa Unique, se e solo se esiste un unico n-array I' di 91 tale che v(a) = »'(a)
vale per ogni atomo a € U, e precisamente I' = (v, 71, . .., Vn) dove

. Se(ik), see(j,k r+1
{ (4,k) (7, k) # e ('Yk>g(k) = Qi(k)

(s = L, altrimenti

per ogni (j, k) € {0,...,2n} x {0,...,n}.
(2) size(USS,,) < (n+ 1)[(m +1)(2n + 1)]* = O(n?).
(3) size(String,,)) < (n+1)(2n + 1)(r + 2)? = O(n?).

(4) size(Unique,,) < size(USS,,) + size(String,,) = O(n?).

Definizione 30. Poniamo
S (X, n) = InitialX A Cons,, A Terminal,, A Unique,, .
|

Tenendo conto delle osservazioni precedenti, I'insieme di clausole don(X,n) appena definito
soddisfa le condizioni (cond.1) e (cond.2) e quindi dgn(X,n) € soddisfacibile se e solo se
IM(X)L=™): inoltre si ha che size(dg(X,n)) = O(n?). Ulteriormente, poiché

(a) il supporto di dgn(X,n) & Uy;
(b) U, & formato dai primi (r +m + 3)(2n + 1)(n + 1) atomi della lista ®q, Py, Pa, . . .;

(c) ogni atomo P; e rappresentato da una stringa su Ysar di lunghezza i + 1;
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I'insieme dgn( X, n) puo essere rappresentato da stringhe su Ysar di lunghezza O(n®) e data la
sua “struttura”, almeno una di queste stringhe puo essere computata effettivamente a partire
da X e n in tempo proporzionale alla sua stessa lunghezza, e quindi in tempo O(n®). Pertanto,
se p & una funzione polinomiale semplice, esiste una funzione xh, : S(IMM)* — X tale che

(1) kb, ¢ computabile in tempo polinomiale;

(2) per ogni X € S(IM)*, la stringa xh,(X) rappresenta I'insieme di clausole (X, p(|X])) e
quindi M(X)LEPIXD) e e solo se kb (X) € Lot

Adesso, sia .Z € NP e siano 9t una TM in forma canonica e p una funzione polinomiale
semplice tali che .2 ¢ accettato da 9t e M(X)LSPIXD) | per ogni stringa X € £. Allora la
funzione % : X7, :— Year definita da

H(X) = {mgﬁ(X), se X € Xy,

g, altrimenti

¢ una riduzione polinomiale da .Z in Zsar e quindi £ <, Zsar. Cosl ogni linguaggio in NP
¢ polinomialmente riducibile a Zsat e pertanto ZLsar ¢ NP-hard.

11 Catalogo di problemi NP-completi

(Si veda “Michael R. Garey, David S. Johnson, Computers and Intractability”.)

11.1 Problema 3—SAT

Definizione 31. Una 3-CLAUSOLA ¢ una clausola contenente tre letterali. [ |

Definizione 32. Il PROBLEMA 3—SAT consiste nel determinare se un dato insieme finito di
3-clausole ¢ soddisfacibile. [ |

Teorema 25. Il problema 3—SAT é NP-completo.
Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che:

(1) 3—SAT ¢ in NP;

(2) 3—SAT & NP-hard.

La dimostrazione che 3—SAT e in NP segue da argomentazioni simili a quelle usate per
dimostrare che SAT & in NP.

Per dimostrare che 3—SAT ¢ NP-hard usiamo il Teorema 17 e dimostriamo che SAT <,
3—SAT, cioe che esiste una funzione f che associa ad ogni insieme S di clausole I'insieme
f(S) = S di 3-clausole tale che S & soddisfacibile se e solo se S e soddisfacibile; inoltre f deve
essere computabile in tempo polinomiale. Procediamo come segue. Sia S = {C},Cs,...,C,},
dove C; = {¢}, ... ,ELC”} peri=1,...,n, esia U = atoms(S) il supporto di S. La costruzione
di. S  coinvolge I'introduzione degli insiemi di atomi Uy, Us, . . ., U, e degli insiemi di 3-clausole
C1,Cy,...,C, (la coppia (U;, C;) corrispondente alla clausola C;) soddisfacenti alle seguenti
condizioni:

(1) gli insiemi Uy, Us, ..., U, sono a due a due disgiunti;
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(2) T'unione di Uy, Us, ..., U, & disgiunta da U,

(3) perognii=1,2,...,n:

2, se |Cy] =1

1, se |Cy] =2
\Ui| = B

0, se |Cy] =3

|C;] — 3, altrimenti;
(4) perognii=1,2,...,n:

a) se |Cy| =1, allora C; = {{}, ul, u2}, {€, ul, —u2}, {¢, —ul, w2}, {€}, —ul, —u2}};
b) se |Cy| = 2 allora C; = {{¢* 62 1} {03,062, —ul}};
c)
d) se

se |C;| = 3 allora C; = {C;};

(4.
(4.
(4.
(4. |C;| > 3 allora

Co = ({0}, 2 ul Y Uf{—ud, 42l ™Y 01 < < |C| —aYu{{dT 9T =Sy

U.
dove U; = {u},u2,... ul" 5

7

Si definisce quindi S = Uicqr,.my Ci-
Dimostriamo che S & soddisfacibile se e solo se S & soddisfacibile.

Sia » un assegnamento che soddisfa S. Costruiamo induttivamente la sequenza vy, . .., v,
di assegnamenti dove vg = v e v; & definito come segue, per ogni ¢ = 1,...,n. Se |C;] < 3
allora v; = v;_;. Se |C;| > 3 poniamo

(False, se (m=1orm=2)anp(ac {u},... u“"?})
True, se (m=|C;| —1orm = |C;|) anp (a € {u},... ul7Y
vi(a) = < True, se (2<m < |Ci|—1) anp(a € {ul,...,u]"?})
False, se (2<m < |C;]—1)anD(a € {u]"" ,...,uLC”_?’})
(7i—1(a), altrimenti,

per ogni atomo a, dove m = min{j € {1,...,|Ci|} : () = True}. Procedendo per induzione
su 4, si verifica che 'assegnamento v; soddlsfa I'insieme di clausole J, ;< <i ¢ C'], per ogni i =

1,...,n. Pertanto v, soddisfa S. Quindi, se S ¢ soddisfacibile allora anche S & soddisfacibile.

Vlceversa si verifica che ogni assegnamento che soddisfa S soddisfa anche S (si veda la
nota a pie pagina N. 5). O
11.2 Problema n—SAT (n > 0)

Definizione 33. Una n-CLAUSOLA, dove n > 0, € una clausola contenente n letterali. [

Definizione 34. Per ogni n > 0, il PROBLEMA n—SAT consiste nel determinare se un dato
insieme finito di n-clausole e soddisfacibile. |

Teorema 26. Per ognin > 2, il problema n—SAT ¢ NP-hard.

5Si osservi che se |C;i| < 3 allora v soddisfa C; se e solo se v soddisfa I'insieme di clausole /Cvi, per ogni
assegnamento ». Se |C;| > 3 allora ogni assegnamento che soddisfa C;, soddisfa anche C;.
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Dimostrazione. Procediamo per induzione su n. Per n = 3 abbiamo gia dimostrato che
3—SAT e NP-hard. Sia n > 3 e supponiamo, per ipotesi induttiva, che n—SAT & NP-
hard. Dimostriamo che n—SAT <, (n+ 1)—SAT. Sia S un insieme finito di n-clausole.

Dobbiamo costruire un insieme S di (n + 1)-clausole tale che S & soddisfacibile se e solo se
S ¢ soddisfacibile. Basta usare un nuovo atomo a non appartenente al supporto di S e porre

S={Cu{a},CU{~a}:C € S}. O

11.3 Problemi VertexCover, CLIQUE, IndependentSet

Definizione 35. Gia G = (V, E)) un grafo nondirezionato.

(1) Un VERTEX COVER per G & un sottoinsieme W di V tale che {x,y} N W # ) per ogni
arco {z,y} € E.

(2) Un CLIQUE per G & un sottoinsieme W di V tale che {z,y} € E per ogni x,y € W con

T # .

(3) Un INDEPENDENT SET per GG € un sottoinsieme W di V' tale che {z,y} ¢ F per ogni
x,y e W. [ |

Definizione 36. Il PROBLEMA VertexCover consiste nel determinare per ogni coppia (G, k),
dove G = (V, E) e un grafo e 0 < k < |V, se esiste un vertex cover W per G tale che |W| < k.
|

Definizione 37. Il PROBLEMA CLIQUE consiste nel determinare per ogni coppia (G, k), dove
G = (V,E) ¢ un grafo e 0 < k < |V|, se esiste un clique W per G tale che |W| > k. [

Definizione 38. Il PROBLEMA IndependentSet consiste nel determinare per ogni coppia
(G, k), dove G = (V,E) ¢ un grafo e 0 < k < |V|, se esiste un independent set W per
G tale che [W| > k. [

Teorema 27. Il problema VertexCover ¢ NP-completo.

Dimostrazione. Dimostriamo che 3—SAT <,, VertexCover cosicché VertexCover ¢ NP-hard.
Sia S = {C},Cs,...,C,} un insieme di 3-clausole, dove C; = {¢}, (2, (3} peri =1,...,n,

17771

e sia U il supporto di S. Costruiamo il grafo Gg = (Vs, Es) e U'intero kg, con 0 < kg < |V,
tali che S e soddisfacibile se e solo se esiste un vertex cover per Gg di cardinalita al piu
ks. La costruzione di Gg coinvolge l'introduzione degli insiemi di vertici Vi,...,V, e dei
grafi Gy = (V4UCY, Ey),...,G, = (V,UC,, E,) (il grafo G; corrispondente alla clausola C;)
soddisfacenti alle seguenti condizioni:

(1) gli insiemi di vertici Vi, ...,V sono a due a due disgiunti;

(2) T'unione di Vi,...,V, & disgiunta da U U {—a:a € U};

(3) perognii=1,...,n:
(3.a) Vil = 3;
(3-b) Ei = {{vi, o7} {vi, ol {vf, ol } {vi, G} {of, B3 {0, 61,
dove V; = {v}, v, v?}.

17 71 e
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Si definiscono quindi

Vs=UU{-~a:acUu| |J V

i€{1,...,n}

Es={{a,~a}:a€U}U U E;
ie{l,...,n}
ks = |U| +2|5].
Mostriamo che S ¢ soddisfacibile se e solo se esiste un vertex cover per Gg di cardinalita al
Sia » un assegnamento che soddisfa S. Poniamo

W ={a:a€UAanD v(a) =True} U{—a:a € U AND v(a) = False} U U H; |,

1€{l,....,n}
dove
{v2 03}, se (£})" = True
H; = < {v},v3}, se (£})” = False AND (¢2)? = True
{v},v?}, altrimenti,
per ogni ¢ = 1,...,n. Allora W & un vertex cover per Gg tale che |[W| = kg. Infatti, si osservi

innanzitutto che, dalla definizione di W, segue che |W| = kg e |W N{a,-a}| = 1, per ogni
atomo a € U; quindi ¢ sufficiente dimostrare che W Ne ## (), per ogni arco e € (Uz‘e{l,...,n} EZ>

Procediamo come segue. Sia j € {1,...,n}. Poiché » soddisfa S, si ha che v soddisfa
la clausola C; e quindi esiste il minimo indice h € {1,2,3} tale che (£?)” = True. Dalla
definizione di H; segue che

H;Ne#0, per ogni e € E; \ {{v}, ("}}

e quindi
(WU {"})ne+#0, per ogni e € Ej.

Poiché (¢7)” = True si ha (usando la definizione di W) che ¢ € W e pertanto

W nNe#0, per ognie € Ej;.

Data Iarbitrarieta di j concludiamo che, difatti, W Ne # 0, per ogni e € (Uz‘e{l,...,n} E,)

Supponiamo adesso che W & un vertex cover per Gg tale che |W| < kg e dimostriamo
che esiste un assegnamento che soddisfa S. Sia ¢ € {1,...,n}. Poiche W contiene almeno un
estremo di ogni arco di E;, esistono almeno due vertici distinti x,y € V; tali che z,y € W.

Pertanto l'insieme W N (Uicrr, VZ-> contiene almeno 2n = 2|S| vertici distinti. D’altra
parte, poiche WN{a, —a} # () vale per ogni a € U, si ha anche che |WN{a,—a :a € U}| > |U].
Dato che gli insiemi (J;c; 3 Vi e {a,7a : a € U} sono disgiunti otteniamo quindi che
|W| > kg. Ma allora |W| = kg e inoltre:

(i) uno solo tra i letterali a e —a ¢ un vertice di W, per ogni atomo a € U;
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(ii) W contiene esattamente due vertici di V;, per ogni i = 1,2,...,n.

Sia dunque » l’assegnamento tale che

{True, seaec W
v(a) =

False, altrimenti,

per ogni atomo a. Verifichiamo che v soddisfa ogni clausola di S. Sia i € {1,...,n}. Poiché
(W NV;| = 2 (cf. condizione (ii)) e W contiene almeno un estremo di ogni arco di Ej;, si
ha che W N C; # 0, cioe W contiene almeno un letterale ¢ della clausola C;. Se ¢! & un
atomo, allora si ha che (¢#)? = True (perché £% € W) e quindi » soddisfa C;. Altrimenti, sia
(" = —a dove a & un atomo. Poiché —a € W si ha che a ¢ W ((cf. condizione (i))) e quindi
v(a) = False; questo implica che (¢)” = (=a)? = True e cosi v soddisfa C;. Data I’arbitrarieta
di ¢ concludiamo che » soddisfa ogni clausola di S. 0

Teorema 28. Sia G = (V, E) un grafo nondirezionato e sia W C V. Le sequenti condizioni
sono equivalenti:

(1) W é un vertex cover per G
(2) V\W é un independent set per G

(3) V\W & un clique per il GRAFO COMPLEMENTARE G® = (V, EY) di G dove
E' = {{z.y} 2,y € Vix £y, {z,y} ¢ E}.

Teorema 29. [ problemi CLIQUE e IndependentSet sono NP -completi.

Dimostrazione. Per dimostrare che i problemi CLIQUE e IndependentSet sono NP-hard si
dimostri che VertexCover <, IndependentSet e VertexCover <, CLIQUE usando il Teorema 28.
(Si osservi che per ogni grafo G = (V, E), ogni W C V e ogni 0 < k < |V, si ha che [W| <k
se e solose [V \W|>|V|—k.) O

Osservazione 4. Se nella Definizione 36 del problema VertexCover si sostituisce il vincolo
che “ |W| <k” con “|W|=Fk" siottiene un problema equivalente. Infatti, esiste un vertex
cover per GG di cardinalita minore o uguale a k se e solo se esiste un vertex cover per GG avente
cardinalita uguale a k. (Se W e un vertex cover per G tale che |W| < k, basta aggiungere
k —|W| vertici arbitrari a W in modo da ottenere un vertex cover di cardinalita k.) Si osservi
inoltre che:

(a) se kK > 1 allora esiste un un vertex cover per GG di cardinalitad minore di k se e solo se
esiste un un vertex cover per G di cardinalita minore o uguale a k — 1;

(b) esiste sempre un vertex cover W per G di cardinalita maggiore o uguale a k (basta porre
W=V

(c) se k < |V| allora esiste un vertex cover W per G di cardinalita maggiore di k& (basta porre
W=V).

Considerazioni analoghe valgono per i problemi CLIQUE e IndependentSet. ]

Teorema 30. SAT <, CLIQUE.
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Dimostrazione. Abbiamo dimostrato precedentemente che SAT <, 3—SAT e che 3—SAT <,
VertexCover e inoltre abbiamo osservato che VertexCover <, CLIQUE; dalla transitivita della
relazione “ <, 7 segue quindi che SAT <, CLIQUE. Dimostriamo tuttavia in maniera diretta
che SAT <, CLIQUE. Premettiamo la seguente definizione. Due LETTERALI ' ED ¢ SONO
COMPLEMENTARI, e si scrive ¢/ <1 £, se esiste un atomo a tale che “ ¢ = a AND ¢/ = —a ”
oppure “ ¢/ = —a AND /" = a 7. Scriviamo ¢ 4 ¢" per indicare che ¢ ed ¢” non sono
complementari. Siosserviche se (1, (s, ..., ¢, sono letterali “mutuamente non complementari”,
cioe {; A l; per 0 < i < j < n, allora esiste un assegnamento v tale che (¢;)” = ({3)* =--- =
(£,)" = True. (Ad esempio,

True, se esiste i € {1,2,...,n} tale che a =¢;
v(a) = N
False, altrimenti,

per ogni atomo a.)

Dato un insieme S = {C}, Cy, ..., C,} di clausole sia Gg = (Vs, Es) il grafo nondirezionato
dove
Vs= |J{i):tecy,
1<i<n

Es={{(¢,i),(t",5)} i, €{1,...,n},i#jl € C;,l" € C;, ' Al"}.

L’insieme S ¢ soddisfacibile se e solo se esiste un clique W per Gg tale che |W| > n. Infatti
sia » un assegnamento che soddisfa S. Per ogni i« = 1,2,...,n esiste un letterale ¢; € C;
tale che (¢;)* = True. Sia W = {(¢;,7) : 1 < ¢ < n}. Ovviamente W C Vg e inoltre
|W| = n. Mostriamo che W ¢ un clique per Gg. Siano (¢;,1), (¢;,7) € W dove i # j. Poiche
(¢;)" = (¢;)” = True si ha che ¢; 6 ¢; e quindi {(¢;, 1), (¢;,7)} € Es. Cosi {z,y} € Eg per ogni
x,y € W con x # y. Dunque W & un clique per Gg.

Viceversa, supponiamo che esiste un clique W = {wy, ws, ..., w,} per Gs dove m > n.
Per k = 1,2,...,m, sia wy = ({;,,4). Per dimostrare che S ¢ soddisfacibile ¢ sufficiente
dimostrare che valgono le seguente proprieta:

(a) i; #dp perognil < j < h <m(cosi{i1,is,...,in} ={1,2,...,n} perche {iy, iz, ...,1,} C

{1,2,...,n});
(b) ¢4;, € C;, per ogni 1 <k <mn;
(c) iletterali 4;,,;,, ..., ¥¢;, sono mutuamente non complementari.
La (b) ¢ ovvia; (a) e (c) seguono dal fatto che se 1 < j < h < m allora {({;,,;), ({s,,in)} € Es

(poiche W & un clique per Gg). O

11.4 Problemi HamiltonianPath e HamiltonianCircuit
Definizione 39. Sia G = (V, E) una grafo nondirezionato.

(1) Un CAMMINO in G & una sequenza (vg,vy,...,v,) di vertici di G, dove n > 0, tale che
{vi,vi;1} € E,pert=0,1,...,n— 1.

(2) La LUNGHEZZA DEL CAMMINO (vg,v1,...,0,) € n.

(3) Un CAMMINO SEMPLICE in G € un cammino (vg, vy, . .., v,) in G tale che v; # v; per ogni
1,7 =0,1,...,ncon i # j.
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(4) Un CIRCUITO (O CICLO) SEMPLICE in G ¢ un cammino semplice (vg,vy,...,v,) dove
n>1e{vy,v,} €E.

(5) Un CAMMINO HAMILTONIANO in G ¢ un cammino semplice (vg, vy, ...,v,) dove V =
{vo,v1,...,v,} (cioé un cammino semplice che include tutti i vertici di G).

(6) Un CIRCUITO HAMILTONIANO in G & un circuito semplice (vg,v1,...,v,) dove V =
{vo,v1,...,v,} (cloe un circuito semplice che include tutti i vertici di G). [

Definizione 40. Il PROBLEMA HamiltonianPath consiste nel determinare se una dato grafo
G ha un cammino Hamiltoniano. [ |

Definizione 41. Il PROBLEMA HamiltonianCircuit consiste nel determinare se una dato grafo
G ha un circuito Hamiltoniano. |

Teorema 31. VertexCover <, HamiltonianCircuit.

Dimostrazione. Sia G = (V, E) una grafo nondirezionato e sia 0 < k < |V|. Costruiamo il
grafo G = (‘7, E) tale che G ha un vertex cover di cardinalita al pit k£ se e solo se G ha un
circuito Hamiltoniano.

Per ogni vertice v € V, sia Inc(v) l'insieme degli archi di G che incidono su v, cioe

Inc(v) ={e€ E:v€e},

e siano deg(v) = |Inc(v)| e e, €2 L et

v VY

un ordinamento di Inc(v).

La costruzione di G coinvolge I'introduzione dei seguenti insiemi disgiunti di vertici:

A:{al,a2,...,ak}

V=V

eceE

dove

V! ={(v,e,i), (w,e,i): 1 <i <6} perogniarcoe={v,w}eE

e dei seguenti insiemi di archi:
' / "o " 1"
E=\JE, E=\JE, E"
eck veV

dove

El = {{(v,e,i), (v,e,i+ 1)} {(w,e, i), (w,e;i+ 1)} : 1 <i<5}U
{{(v,e,3), (w,e, )}, {(w,e,3), (v,e, 1)} } U
{{(v,€,6), (w,e,4)}, {(w,e,6), (v,e,4)}} per ogni arco e = {v,w} € E,

Y
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B! ={{(v,€},6), (v,e5 1)} : 1 <i < deg(v)} per ogni vertice v € V,

)’ v v

E" = {{a;, (v, e}, )}, {as, (v, 5% 6)} 1 1< i < kv €V}

) v

Si osservi che per ogni arco e = {v,w} € E, se 7 ¢ un cammino semplice nel grafo (V!, E’)
dal vertice (v, e, 1) al vertice (v, e,6) allora o

= ((v,e,1),(v,e,2),(v,e,3),(v,e,4), (v,e,5), (v, e,6))

oppure 7 é il seguente cammino:

—~ /é\ —~  —~
o
D ot H~ w
I — Y —
~—~ o~ o~ —~  —~
S
o
D (@) H~ w [\ —
D — D Y —

Poniamo R R

V=AUV e E=EUE"UE".
Supponiamo che esiste un circuito Hamiltoniano m = (zg, 21, ..., 2,) in G.
Siano:

(i) m =min({i € {0,...,n} : z; € A});
(i) 7 = (T, 15+ s Toy T 1) = (Zons Zmctds - -+ Zny 205 215 -« + 5 Zm);

(iii) A, ={veV:“{a(v,el,1)} eun arcodi 7" "}, peri=1,2,... k.

w=J 4

1<i<k

Allora l'insieme

¢ un vertex cover per G tale che |W| < k.
Infatti, si osservi innanzitutto che per ogni arco e € E esiste un indice i € {1,2,...,k}
tale che A; Ne # (). Per cui W & un vertex cover per G. Il fatto che |[W| < k & conseguenza
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della seguente osservazione.

Se 1,7 € {0,...,n + 1} sono indici tali che (a) i < j, (b) z;,2; € A e (c) z), ¢ A per ogni
1 < h < j, allora esiste un unico vertice v € V' tale che

(2ip1 = (v, el 1) AND 2,1 = (v, %8 6)) OR (2141 = (v, 8" 6) AND z;_; = (v, ¢}, 1)).

) v ) Yo

Pertanto W non puo contenere piu di k£ vertici perche, altrimenti, esisterebbero indici 4, j €
{0,...,n+ 1} soddisfacenti alle condizioni (a), (b) e (c) precedenti e tali che x;1 = (v, e, 1)

) v

e xj_1 = (w,el, 1) per alcuni vertici v, w € W, contraddicendo 1'osservazione appena fatta.

» Y w?

Viceversa, sia W un vertex cover per G tale che |W| = k e siano vy, ve, ..., vy i vertici di
W. Per ogni arco e = {v,w} € E, sia Edges(e) 'insieme di archi definito come segue:

(1) se Wne={v} allora Edges(e) consiste nei seguenti archi:

(v,e,1) (w, e, 1)
(v,€,2) (w,e,2)
(v,€e,3) (w,e,3)
(v,e,4) (w,e,4)
(v,€,5) (w, e, b)
(v,€,6) (w, e, 6)

(v,e,1) (w,e, 1)
(v,e,2) (w, e, 2)
(v,e,3) (w,e,3)
(v,e,4) (w, e, 4)
(v,€,5) (w,e,b)
(v,e,6) (w,e,6)

v, €, p w, e, 1
v, e, y (w,e, 2
w, e, 3

w,e,d

) (
) (
) (
) (
) (
) (w,e,6
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(Si osservi che si verifica esattamente una sola delle precedenti possibilita in quanto W e
un vertex cover per GG.) Si verifica che un cammino Hamiltoniano in G pud essere costruito
usando gli archi del seguente insieme

{Edges(e) : e € F} U

(Ul<z<k E//)

{{ai, (vi,e} , 1)} 11 <i < k}U
Haisr, (vs, 6gfg(vl 6)}:1<i<k}U

{{ar, (vr, €=, 6)}}.
0

Teorema 32. HamiltonianCircuit <, HamiltonianPath.

Dimostrazione. Sia G = (V, E) un grafo. Costruiamo il grafo G’ tale che G ha un circuito
Hamiltoniano se e solo se G’ ha un cammino Hamiltoniano.

Si osservi innanzitutto che se G contiene meno di tre vertici allora G non puo avere alcun
circuito Hamiltoniano. In questo caso ¢ sufficiente prendere come G’ un qualunque grafo che
non ha cammini Hamiltoniani (ad esempio un grafo contenente un solo vertice). Supponiamo
quindi che G contiene almeno tre vertici.

Sia u un arbitrario vertice di GG e siano u*, v e v* tre nuovi vertici distinti non appartenenti
a V. Poniamo G’ = (V', E’) dove

V' =V uU{u*,v,v'}

ed
=EU{{u,z}:{u,z} € E}U{{v,u}, {v',u"}}.

Supponiamo che (vg,v1,...,v,) € un circuito Hamiltoniano in G. Sia i tale che v; = u.
Allora la sequenza (v, u,vjy1,...,0n,01,...,0;_1,u*,v¥) & un cammino Hamiltoniano in G.
s Uy Ug4-1, ) ) ) ) ) )
Viceversa, sia (vg, vy, ..., 0,) un cammino Hamiltoniano in G’. Data la struttura di G’, deve
) 05 ) ) )
aversi necessariamente che vy = v e v, = v* oppure vy = v* e v, = v (cioe v; ¢ {v,v*} per
ogni 0 < i < n). Il primo caso, cioé v9 = v e v, = v*, implica che v; = u, v, 1 = u* e

{Upn_2,u} € E, cosi la sequenza (v, ...,v,_2) € un circuito Hamiltoniano in G. (Si osservi che
n > 5 dato che G contiene almeno tre vertici). Il caso vy = v* e v, = v si tratta in maniera
simmetrica. I

Teorema 33. HamiltonianPath <, HamiltonianCircuit.

Dimostrazione. Poiché HamiltonianCircuit &€ NP-completo e HamiltonianPath ¢ in NP, si ha
chiaramente che HamiltonianPath <, HamiltonianCircuit. Mostriamo tuttavia un riduzione
polinomiale diretta da HamiltonianPath a HamiltonianCircuit.

Sia G = (V, E)) un grafo nondirezionato. Costruiamo il grafo G’ = (V’, E’) tale che G ha un
cammino Hamiltoniano se e solo se G’ ha un circuito Hamiltoniano. La costruzione coinvolge

I'introduzione del un nuovo vertice z non appartenente a V' e degli archi {{z,v} : v € V'};
quindi V' =V U{z} ed E' = EU{{z,v} :v € V}.

Se (vg,v1,-..,v,) un cammino Hamiltoniano in G, si verifica immediatamente che la se-
quenza di vertici (vg,vq, ..., 0y, 2z) € un circuito Hamiltoniano in G'.

Viceversa, sia (wg, wy, ..., w,) un circuito Hamiltoniano in G’ e sia i € {0,1,...,n} tale
che w; = z. Se i = 0 allora la sequenza di vertici (wy,...,w,) € un cammino Hamiltoniano in
G. Similmente, se i = n allora la sequenza di vertici (wp, wy, . .., w,_1) € un cammino Hamil-
toniano in G. Infine, se 0 < i < n allora la sequenza di vertici (w;y1, ..., Wy, Wo, ..., Wi_1) €
un cammino Hamiltoniano in G. 0
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Osservazione 5. I problemi sui grafi nondirezionati VertexCover, CLIQUE, IndependentSet,
HamiltonianCircuit e HamiltonianPath introdotti precedentemente possono essere riformulati
anche nel caso di grafi direzionati. Ciascuno di questi problemi e polinomialmente riducibile
alla corrispondente “versione direzionata”. Ad esempio, consideriamo il problema VertexCover.
Sia G = (V, E) un grafo nondirezionato. Se G = (V, E) e il grafo direzionato dove £ =
{(v,w) : {v,w} € E}, si verifica che W & un vertex cover per G se e solo se W & un vertex
cover per G. ]

11.5 Problema LongestSimplePath

Definizione 42. Il PROBLEMA LongestSimplePath consiste nel determinare per ogni coppia
(G, k), dove G & un grafo e k € N\ {0}, se G ha un cammino semplice di lunghezza maggiore
o uguale a k. ]

Teorema 34. HamiltonianPath <, LongestSimplePath.

Dimostrazione. Sia G = (V, E) un grafo. Poniamo k = |V| — 1. Allora esiste un cammino
Hamiltoniano in G se e solo se esiste un cammino semplice in G di lunghezza maggiore o
uguale a k. 0

11.6 Problemi SetCover e HittingSet
Definizione 43. Sia F = {51, 5, ...,.S5,} una famiglia di insiemi finiti.

Un RICOPRIMENTO DI F & una sottofamiglia R = {S;,, S,,,...,S;,} di F tale che
U si= U S.-
1<j<n 1<h<m

Un HITTING SET di F ¢ un sottoinsieme [/ di UISan S; tale che
INsS; #0,
perogni j =1,2,...,n. [ |

Definizione 44. Il PROBLEMA SetCover consiste nel determinare per ogni coppia (F, k), dove
F ¢ una famiglia (finita) di insiemi finiti e & € N\ {0}, se esiste un ricoprimento R di F
contenente al piu k insiemi. |

Definizione 45. Il PROBLEMA HittingSet consiste nel determinare per ogni coppia (F,k),
dove F ¢ una famiglia (finita) di insiemi finiti e & € N\ {0}, se esiste un hitting set 7 di F di
cardinalita al piu k. [ |

Teorema 35. VertexCover <, SetCover.

Dimostrazione. Sia G = (V, E') un grafo nondirezionato dove V' = {vy, vs,...,v,}. Per ogni
1=1,2,...,n, sia
Si={e€ E:v €e},

esia F = {51,52,...,5.}.

Per ogni sottoinsieme {iy,s,...,4,} di {1,2,...,n}, Uinsieme W = {v;,vi,..., 05, } &
un vertex cover per G se e solo se R = {S;,,Si,,...,S5;,} ¢ un ricoprimento di F.

Infatti, supponiamo che W = {v;,, vi,, ..., v;,, } € un vertex cover per G. Siae € U, <, S;-
Allora e & un arco del grafo G e quindi WnNe # (), cioe esiste h € {1,2,...,m} tale che v;, € e.
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Questo implica che e € S;, e pertanto e € | J,.;,, S, Data 'arbitrarieta di e concludiamo
che R e un ricoprimento di F. o

Viceversa, supponiamo che R = {S;,,Si,,...,5;,} € un ricoprimento di F. Sia e =
{v;, v} € E. Allora e € S; e quindi esiste h € {1,2,...,m} tale che e € S;, (perche R ¢ un
ricoprimento di F). Da cio segue che v;, € e e quindi v;, € eNW che implica che W Ne # (.

Dunque W interseca ogni arco del grafo G' e pertanto e un vertex cover per G. O

h*

Teorema 36. VertexCover <, HittingSet.

Dimostrazione. Sia G = (V, E') un grafo nondirezionato dove E = {ej,es,...,e,}.

Si osservi che se W & un vertex cover per G allora I'insieme I = W N (U, .., €) ¢ un
hitting set per la famiglia F = {ey, e, ..., e,}. Inoltre |I| < |[W|.

Viceversa, se I & un hitting set per la famiglia F = {ej, es,...,€,}, allora I & un vertex
cover per G. O

11.7 Problema Subgraphlsomorphism

Definizione 46. Un SOTTOGRAFO di un grafo G = (V| E) ¢ un grafo G’ = (V', E’) tale che
V'CVedE CE.

Un GRAFO G = (Vi, E;) E ISOMORFO ad un grafo Go = (V3, Ey), e si scrive G = G, se
esiste una funzione biiettiva f : Vi — V5, chiamata ISOMORFISMO DA (G IN G, tale che

{r,y} € By & {f(2), f(y)} € Ep per ogni z,y € V1.

Definizione 47. Il PROBLEMA Subgraphlsomorphism consiste nel determinare per ogni coppia
(G1,G3), dove Gy e Gy sono grafi, se e esiste un sottografo H di G tale che H = GS. [ |

Teorema 37. CLIQUE <, Subgraphlsomorphism.

Dimostrazione. Sia G = (V, E) un grafo dove V = {vy,...,v,} esia 0 < k < |V|. In-
dichiamo con G, il GRAFO COMPLETO DI DIMENSIONE k CON VERTICI vq,...,U;, cioe
Gr = ({vr, .., o6k, {{vi, v} 2 4,5 € {1,...,k},i # j}). Allora esiste un clique W per G
tale che |WW| > k se e solo se esiste un sottografo H di G tale che H =~ G;. Infatti, sia
W = {v;,,...,v;, } un clique per G tale che h > k. Poniamo

H={vy,...,v },{{vi,,vi,} ra, b€ {1,... k},a #b}).

Ovviamente H = Gj.. Inoltre H e un sottografo di G dato che W & un clique per G.
Viceversa, sia H = (V’, E’) un sottografo di G tale che H = Gj, e sia f un’isomorfismo da
H in Gi. Ovviamente |V’| = k (perche f ¢ un biiezione tra V'’ e 'insieme dei k vertici di Gy).
Verifichiamo che V' & un clique per G. Siano z,y € V' tali che x # y. Allora f(x) e f(y)
sono vertici distinti di Gy e quindi {f(z), f(y)} & un’arco di Gi. Questo implica che {z,y} &
un arco di H, cioe {x,y} € E’. Poiche ' C E (in quanto H & un sottografo di GG) si ha che
{z,y} € E. Pertanto V'’ & un clique per G. O

11.8 Problema TravelingSalesman

Definizione 48. Un TSG ¢ una coppia ordinata 7 = (G, d) dove

(1) G = (V, E) ¢ un GRAFO NONDIREZIONATO COMPLETO, cio¢ {v,w} € E per ogni v,w € V
con v # w;

(2) d:V xV — N\ {0} ¢ la “funzione costo” tale che d(v,w) = d(w,v), per ogni v,w € V.1
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Definizione 49. Sia 7 = (G, d) un TSG.
Un TOUR in 7 & un cammino Hamiltoniano 7 in G. Il COSTO DEL TOUR 7 = (v, 1, . .., Uy)

e la quantita d(7) definita come segue:

Definizione 50. Il PROBLEMA TravelingSalesman consiste nel determinare per ogni coppia
(T,k), dove T ¢ un TSG e k € N\ {0}, se esiste un tour 7 in 7 tale che d(7) < k. [

Teorema 38. HamiltonianCircuit <, TravelingSalesman.

Dimostrazione. Sia G = (V, E) un grafo nondirezionato dove |V| = k. Costruiamo il TSG T¢
tale che G ha un circuito Hamiltoniano se e solo se 7 ha un tour di costo al piu k.

Sia G' = (V, E') il grafo nondirezionato dove E' = {{v,w} : v,w € V AND v # w} e sia
d:V xV — N\ {0} definita come segue:

Ao, w) = {1, se {v,w} € E

2, altrimenti,

per ogni v,w € V. Poniamo T = (G', d).

Sia ™ = (vg, V1, - . ., Vk_1) un circuito Hamiltoniano in G. Allora 7 & un tour in 7¢. Inoltre,
poiche {wvg,v1},. .., {vk_2,vk_1}, {vk_1,v0} € E, si ha che d(vg,v1) = -+ = d(vk_2,Vk_1) =
d(vk_1,v9) = 1 e quindi il costo del tour = & uguale a k.

Viceversa, sia 7 = (vg, v, ..., 5_1) un tour in 7¢ tale che d(x) < k. Poiche la funzione
d assume solo valori dell'insieme {1,2}, deve aversi necessariamente che d(vg,v;) = -+ =
d(vg—_2, V1) = d(vk_1,v0) = 1 e quindi {vg,v1},..., {vk_2,vp_1},{vk_1,v0} € E. Pertanto «
e un circuito Hamiltoniano in G. O

Osservazione 6. Se nella dimostrazione del teorema precedente si sostituisce la definizione
della funzione d con la seguente:

Ao, w) = {2, se {v,w} € E

1, altrimenti,

per ogni v,w € V, allora ogni circuito Hamiltoniano in G' ¢ un tour in 74 di costo maggiore
o uguale a 2k e, viceversa, se 7 € un tour in 7¢ di costo maggiore o uguale a 2k allora 7 € un
circuito Hamiltoniano in G. |

11.9 Problema 3—DimensionalMatching

Definizione 51. Il PROBLEMA DEL 3—DimensionalMatching ¢ definito come segue.
Dati tre insiemi finiti e disgiunti X, Y e Z tali che | X| = |Y| = |Z] = ¢ e assegnato

un sottoinsieme M di X X Y X Z, esiste un sottoinsieme M’ di M tale che |M’'| = g e
(x1,y1,21), (T2, Y2, 20) € M’ implica che z1 # xa, y1 # Y2 € 21 # 227 In tal caso 'insieme M’
costituisce un MATCHING di M. [ ]

Teorema 39. 3—SAT <, 3—DimensionalMatching.
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11.10 Problema Partition

Definizione 52. Il PROBLEMA Partition consiste nel determinare per ogni coppia (A, s), dove
A ¢ un insieme finito e s : A — N\ {0} ¢ la “funzione dimensione”, se esiste un sottoinsieme

B di A tale che
Z s(x) = Z s(z) .

T€eB z€A\B
[
Teorema 40. 3—DimensionalMatching <, Partition.
Dimostrazione. Siano X = {z1,...,2,}, Y ={wy1,...,y,} ¢ Z = {z1,..., 2,} insiemi finiti e
disgiunti e sia M = {mq,...,myp} C X xY xZ. Introduciamo l'insieme A = {ay, ..., ay, by, bs}
contenente k + 2 elementi. Per i =1,... k, sia
s(a;) = 9rBa—r) | 9p(24=s) | 9p(a—t) ’
dove p = [logy(k + 1)] e (2, ys, 2¢) = m; € sia
k k
s(by) =2 (Z s(ai)> —w e s(b) = (Z S(CL,-)) +w,
i=1 =1
dove
3q—1
W= Z 207
=0
Si osservi che un sottoinsieme M’ = {m;,,m;,,...,m; } di M costituisce un matching di M
se e solo se .
Z s(a;,) =w.

J=1

Sia B un sottoinsieme di A tale che

Allora,

=1

e quindi

zeB z€A\B i=1



Pertanto esiste C' € {B, A\ B} tale che by € C e by ¢ C. Sia C'\ {1} = {a;,,ai,,...,q;,}.

Allora
n
Z s(ai;) =w
j=1
e quindi per l'osservazione precedente si ha che M’ = {m;,my,,...,m; } costituisce un
matching di M. Viceversa, se M’ = {m;,,m,,,...,m;, } costituisce un matching di M si ha
che
Y sla)= ) s,
TeB z€A\B
doveB:{bl}U{ail,aiz,...,aiq}. O

11.11 Problemi SubsetSum e Knapsack

Definizione 53. Il PROBLEMA SubsetSum consiste nel determinare per ogni tripla (A, s, k),
dove A ¢ un insieme finito, s : A — N\ {0} ¢ la “funzione dimensione” e k € N\ {0} se esiste
un sottoinsieme B di A tale che

Z s(z)=k.

z€B

Teorema 41. Partition <, SubsetSum.
Dimostrazione. Siano A un insieme finito e s : A — N\ {0}. Poniamo

s(4)
k= 2 7
s(A)+ 1, altrimenti,

se s(A) e pari

dove

€A

Si verifica che se B ¢ un sottoinsieme di A allora }_  ps(x) = 32,4 p55(x) se e solo se
Y oeps(@) =k O

Definizione 54. Il PROBLEMA Knapsack consiste nel determinare per ogni data quintupla
(A, s,v,k, h), dove A & un insieme finito, s,v : A — N\ {0} e k,h € N\ {0} se esiste un
sottoinsieme B di A tale che

Y s@)<k e > wv(x)>h.

zeB z€EB

Teorema 42. Partition <, Knapsack.

Dimostrazione. Siano A un insieme finito e s : A — N\ {0}. Poniamo

se s(A) e pari
s(A) + 1, altrimenti
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dove

€A

Si verifica che se B ¢ un sottoinsieme di A allora }; ps(z) = >, 4 p5(x) se e solo se
Yoweps@) <ked pv(x)>h O

12 Complessita Spaziale delle Macchine di Turing

Definizione 55. Sia 9t una TM e sia I' = (v, 71, - - -, 7n) Una computazione di 9.

Lo SPAZIO USATO DA (M IN) I' ¢ il numero space(I") delle caselle del nastro che esamina
M durante l'effettuazione di I', dove ogni casella viene contata una sola volta. In maniera piu
precisa, space(I") & definito come segue. Per i = 0,...,n — 1 sia Z; = ¢;t;0;p; l'istruzione di I
tale che v; Fyz,3 7i+1 (si osservi che Z; ¢ unica) e sia

1, se 0; =T
Siy1 =8+ —1, seo;, =1
0, altrimenti ,

dove sy = 0. Poniamo

space(I') = max({sg, $1,.-.,Sn}) — min({so, S1,...,8,}) + 1.

Teorema 43. Riferendoci alle notazioni precedenti, si ha che:
(1) max(S;) — min(S;) < i;
(2) space(l') < [T+ 1;

(3) vi = Xsqit;Y; dove g; € il simbolo di stato di~y; e t; ¢ il simbolo scandito in ~y; e le stringhe
X; e Y; hanno le sequenti lunghezze:

(8.a) | X;| = s; — min(S;);
(3.b) |Yi| = max{max(S;),(} — s;;

(4) |vil = max(S;) — min(S;) + 2 + max{0, £ — max(S;)};
(5) |vi| < space(l') + 1+ ¢;
per ognii =0,1,...,n, dove S; = {so, s1,...,8} e { =max{0, |Input(I")| — 1}.

Dimostrazione. (1): Per induzione su i.

Per ¢ = 0 si ha che max(S;) — min(S;) = sp — sp = 0 < i. Supponiamo, per ipotesi induttiva,
che max(S;) — min(S;) < j, dove 0 < j < n. Se o; ¢ {r, 7} allora S;1; = S; e quindi
max(S;+1) —min(S;4+1) = max(S;) —min(S;) < j < j+1. Seo; =T alloraS; 11 = S;U{s; +1}
che implica che min(S;41) = min(S;) e max(S;+1) < max(S;) + 1. Da queste ultime relazioni
segue che max(S;;1) — min(S;11) < max(S;) + 1 — min(S;) e quindi, per 'ipotesi induttiva, si
ha che max(S;11) —min(S,41) < j+1. Infine, se 0; = 7si ha che S;4; = S;U{s; —1} e usando
argomentazioni simili a quelle precedenti si conclude ancora che max(S;;;)—min(S;;;) < j+1.
(2): Segue da (1).

49



3): Per induzione su 1.

(3):
E4): Segue da (3).
( :

IA

Si osservi che |y| < |m| < -+ < || (perché vo Fon 71 Fon -+ - Fon ) € quindi (per la

5)
4)) si ha che

|7l < max(S,) — min(S,) 4+ 2 + max{0, { — max(S,,)}
= space(I') + 1 + max{0, { — max(S,)}.

D’altra parte, poiché max(S,,) > 0 si ha che max{0, ¢ — max(S,,)} < /¢ e quindi
|7i| < space(I") +1+¢.
]

Definizione 56. Siano 9t una TM, .Z un linguaggio e s : N — N una funzione. Diciamo che
M ACCETTA (O RICONOSCE) .Z USANDO SPAZIO (LIMITATO DA) s se

(1) Z ¢ accettato da M e

(2) per ogni stringa X € .Z esiste una computazione I' di 9t tale che Input(l') = X e
space(T") < s(]X]). |

Teorema 44. Sia M una TM e sia cop = m(r + 2)%, dove m ¢ il numero degli stati di M ed
r & il numero dei simboli dell’alfabeto di M. Per ogni computazione propria €2 di M esiste
una computazione I' di M tale che:

(1) Input(I') = Input(2);
(2) |T| < (space(€2) + [Input (€)@ Fmeeel®)]

Dimostrazione. Data la computazione propria Q di 9, sia I' = (79, 71,...,7) una com-
putazione di 9 di lunghezza minimale tale che Input(I') = X e space(I') < S, dove X =
Input(€2) e S = space(f).

Poiché T' ha lunghezza minimale, si ha che 7; # 7; per ogni 0 < i < j < k% cioe le
configurazioni di I' sono tutte distinte tra loro. Inoltre, dato che |y < |y1| < -+ < || e
|76 < space(I') + 1 + max{0, | X| — 1} (cf. (5) del Teorema 43), si ha che |y;| < S+ 1+ |X],
per ogni i =0,1,..., k. Pertanto k+1 < N dove N & il numero delle configurazioni di 9t di
lunghezza minore o uguale a S + 1 4 | X|. Determiniamo N. Per ogni ¢ > 1 il numero delle

SInfatti, se si avesse v; = v;, dove i < j, allora la sequenza (Yo, ...,%,%j+1,---,7) sarebbe una com-
putazione di 2 con input X, di lunghezza minore della lunghezza di I e che usa spazio al piu S, contraddicendo
la “minimalita” di T
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configurazioni di 9 di lunghezza ¢ & uguale a (r + 1) 'm(¢ — 1), e quindi

S+1+|X| S+|X]|

N = Z (r+1)"'m(l—1) = Z (r+1)'me
S+|X]|

= m Z(r+1)£€

S+|X]|

m(S+ X)) Y (r+1)
S+|X|

m(S+ X)) Y (r+2)

=0
(7” + 2)S+1+|X\ -1
r+1

IN

IA

= (S + X))

IN

m(S + |X])(r+2)3+1+
< m(S + X D[+ 25X

< (S+ X DIm(r + 22578 = (5 + | X [)ei ™.

Pertanto N < (S + \X|)c§ﬁ+|X‘ e quindi [ =k < (S + |X\)C;I+‘X|, 0

Definizione 57. La CLASSE DEI LINGUAGGI ACCETTATI IN SPAZIO NONDETERMINISTICO
POLINOMIALE ¢ la classe NPSPACE dei linguaggi .Z per cui esistono una TM 90 ed una
funzione polinomiale p tali che 91 accetta £ usando spazio p.

La CLASSE DEI LINGUAGGI ACCETTATI IN SPAZIO DETERMINISTICO POLINOMIALE ¢ la
classe PSPACE dei linguaggi . per cui esistono una DTM ® ed una funzione polinomiale
p tali che ® accetta £ usando spazio p. [ |

Teorema 45. Se ¥ € NPSPACE allora esistono ¢ € N ed una funzione polinomiale p tali
che £ € NTIME(t), dove t(n) = p(n)(c+ 2)?™ per ogni n € N.

Dimostrazione. Sia £ € NPSPACE e siano 9t una TM e ¢ una funzione polinomiale tali
che M riconosce £ usando spazio q. Ponendo ¢ = m(r +2)?> — 2 e p(n) = n + q(n), dove m
e il numero degli stati di 9t ed r e il numero dei simboli dell’alfabeto di 90, dal Teorema 44
segue che .2 € NTIME(p(n)(c + 2)P™). 0O

Teorema 46. PSPACE C NPSPACE. Se . € NPSPACE dallora £ ¢ decidibile.

Dimostrazione. Se . € NPSPACE, la decidibilita di .Z segue dal Teorema 45 usando
argomentazioni simili a quelle del Teorema 6. O

Teorema 47. NP C NPSPACE.
Dimostrazione. Segue da (2) del Teorema 43. O
Teorema 48 (Teorema di Savitch). PSPACE = NPSPACE.
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Definizione 58. Indichiamo con EXPTIME la classe dei linguaggi . per i quali esiste una
funzione polinomiale p(n) tale che . € TIME(2P(™), |

Teorema 49. PSPACE C EXPTIME.

Dimostrazione. Segue dal Teorema 44 (Si veda la dimostrazione del Teorema 45). O
Teorema 50. P C NP C NPSPACE = PSPACE C EXPTIME.

Dimostrazione. Segue dai teoremi precedenti ... O

Teorema 51. P # EXPTIME.

52



