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OSSERVAZIONE :

. IN UN HEAP ( BINARIO ) GLI ELEMENTI SI POSSONO MUOVERE

o

DAL
BASSO VERSO L' ALTO ( SIFT . up )

( ES . INSERT , INCREASE
. KEY GN UN Max . HEAP ) )

o Dall' Alto VERSO IL BASSO ( SIFT - DOWN )

( ES , HEAPIFT
,

HEAPSORT )



SIFT - UP ( RISALITA )

25

µW
Fronto

21 14µLconfronto

8 10 12| & {
confronto

3 9 5 22 I 5 Il 7

DURANTE UN' OPERAZIONE DI SFT - up
,

PER CIASCUN

LIVELLO VIENE EFFETTUATO UN SOLO CONFRONTO



SIFT . DOWN ( DISCESA )

2

£0
N FRONTI

21 14

¥
CONFRONTI

16 8 10 12£2CONFRONTI

3 9 5 4 I 5 Il 7

DURANTE UN' OPERAZIONE DI SIFT . DOWN
,

PER CIASCUN

LIVELLO VENGONO EFFETTUATI DUECONFRONTI



- OLTRE Al CONFRONTI NECESSARI PER LA COSTRUZIONE DI

UN HEAP ,
L' ESECUZIONE DI HEAPSORT PUO ' DUNQUE

=.

RICHIEDERE SINO A 2£# i ]

CONFRONTI
à #

. E
'

POSSIBILE ABBASSARE IL VALORE DELLA COSTANTE 2 ?

- NELL' ALGORITMO BOTTOM . UP HEAPSORT c' E
'

UNA FASE

INIZIALE DI DISCESA CSIFT . DOWN ) CON UN SOLO CONFRONTO

PER LIVELLO ( COME SE LA CHIAVE FOSSE - O )
,

SEGUITA DA UNA FASE DI RISALITA ( SIFT . UP )



SIFT - DOWN ( AD UN Solo confronto )

21

~
18

.« confronto

14÷÷Janine
'

8 10 12

÷Ironia §

3 9 18 5 4 I 5 Il 7



SIFT . up

21

18 -
16

1 CONFRONTO

µ µ
' 4

L CONFRONTO

9 8 10 12

{ | 2 CONFRONTO

3 9 18 5 4 I 5 Il 7



BENCHE ' MEDIAMENTE

LEFASI
DI RISALITA

SIANO
Molto

LIMITATE
NEL CORSO DEU

' ESECUZIONE DELL' ALGORITMO

HEAPSORT
, UNA RISPOSTA POSITIVA Alla SEGUENTE

DOMANDA CONSENTIREBBE UN' ULTERIORE RIDUZIONE

DEL NUMERO DI CONFRONTI

DOMANDA : E
'

POSSIBILE ELIMINARE DEL TUTTO

LA FASE DI RISALITA ( SIFT . up )
,

PUR

UTILIZZANDO LA PROCEDURA DI DISCESA§
# DOWN ) AD UN SOLO CONFRONTO ?



UNA PRIMA SOLUZIONE ( MA CON MEMORIA ESTERNA ) :

EXTERNAL - HEAPSORT

Procedure External - Max . Heapsart ( A
,

Ext )

INPUT : ARRAY A EDEXT DELLA STESSA LUNGHEZZA

OUTPUT : ARRAY Ext E
'

UNA PERMUTAZIONE ORDINATA Di A

n :-. LENGTH [ A ]

BUILD - MAX - HEAP ( A ) ;

# j :-. n darlo a che

Exttj ] :-. AED

l :-. Max . Special . Leaf(A)Ate ] : = ? ?
end . for ;

end
. procedure



Function Max - Special Leaf (A)
n :-. LENGTH [ A ]

j : = 2 # FIGLIO SINISTRO Della RADICE #

while i < n da / # i HA UN FRATELLO * /

f- Atti ) < Atiti ] then i :-. iti ; eudf ;

A [ List ] :  = Atti ) # FA RISALIRE DI UN LIVELLO IL MAX

TRA Atti ] E Il FRATELLO DI Atti ] * /

I :-. 2. i ; # QUINDI SI SCENDE DI UN LIVELLO * /

end white ;

¥ i. n then

ATLY » ] :-.Atti
: = ai ;

end # ,

return % ;

end function ;



ESEMMO :

:
 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15

Ext :

25

21 14

16 8 10 12

3 9 5 2 I 5 Il 7



. COME FARE A MENO DELL' ARRAY ESTERNO ?



. COME FARE A MENO DELL' ARRAY ESTERNO ?

OVVIAMENTE
,

UTILIZZANDO SOLTANTO l' ARRAY

DI INPUT Atti . .sn ]

. E COME ?



. COME FARE A MENO DELL' ARRAY ESTERNO ?

OVVIAMENTE
,

UTILIZZANDO SOLTANTO l' ARRAY

DI INPUT Atti , .sn ]

. E COME ?

UTILIZZANDO PARTE DELL' ARRAY Atti . » COME HEAP E

PARTE COME ARRAY ESTERNO



. INIZIALMENTE 51 SELEZIONI UN pivot PIVOT = A [ p ] IN A [ 1
, , »

° QUINDI SI EFFETTUI UNA PARTIZIONE DI AI 1. in ] IN DUE SUB . ARRAY

A [ 1 "
M -1 ] ,

A [ M

-11
, ,

n ] TALI CHE :

A- [ M ] = pivot

GLI ELEMENTI DI A [t.im-1 ] SIANO 3 pivot

GLI ELEMENTI DI A [ M-11, ,
n ] SIANO E PIVOT

mi
 vot÷PIVOT E Pivot

LA PARTE PIÙ PICCOLA COSTITUIRÀ L' HEAP AREA
,

MENTRE

QUELLA  PIÙ GRANDE COSTITUIRÀ LA WORK AREA .



° SUPPONIAMO CHE

MEIL
2

. IN TAL CASO

- A [

t.cm
-1 ] COSTITUIRÀ L' HEAP AREA

- A [

Mti
. .

n ] COSTITUIRÀ LA WORK AREA

m

ES . Pivot÷pivot E Pivot

HEAP AREA
WORK AREA

° SI
COSTRUISCA

UN MAX - HEAP IN Atti.sn-2 ]

° SI

ESEGUA
l' ALGORITMO EXTERNAL - HEAPSORF  

SU At '

um
-2 ]

CONSIDERANDO COME ARRAY ESTERNO IL SUBARRAY A [ n -

mtz.in
]

° QUINDI 51

SCAMBINO
I valori Di

AEM
] E Atm -

mti
]



° SUPPONIAMO CHE

MEIL
2

. IN TAL CASO

- A [ t.cm -1 ] COSTITUIRÀ L' HEAP AREA

- A [ m # un ] COSTITUIRÀ LA WORK AREA

° SI

COSTRUISCA
UN MAX - HEAP IN Atti

.sn
-2 ]

° SI ESEGUAl' ALGORITMO EXTERNAL - HEAPSORF  
SU At 'un -1 ]

CONSIDERANDO COME ARRAY ESTERNO IL SUBARRAY A [ n -mtz.in ]

° QUINDI 51

SCAMBINO
I valori Di

Atm
] E Atm -

mai
]

E GLI ELEMENTI CHE STAVANO IN A [ n-mtz.in ] DOVE

VANNO A FINIRE ?



° SUPPONIAMO CHE

MEIL
2

. IN TAL CASO

- A [ t.cm -2 ] COSTITUIRÀ L' HEAP AREA

- A [ m # un ] COSTITUIRÀ LA WORK AREA

° SI

COSTRUISCA
UN MAX - HEAP IN Atti .

ma
]

° SI ESEGUAl' ALGORITMO EXTERNAL - HEAPSORF  
SU At 'un -1 ]

CONSIDERANDO COME ARRAY ESTERNO IL SUBARRAY A [ n -mtz.in ]

° QUINDI SI

SCAMBINO
I valori Di

Atm
] E Atm .

ma
]

E GLI ELEMENTI CHE STAVANO IN A [ n-mtz.in ] DOVE

VANNO A FINIRE ?

SONO UTILIZZATI AL posto DI - O !



Procedure Externd - Max - Heapsartca ,
Ext )

INPUT : ARRAY A EDEdt DELLA STESSA LUNGHEZZA

OUTPUT
 

i ARRAY Ext E
'

UNA PERMUTAZIONE ORDINATA DI A

mieLENGTH [ A ]

BUILD - MAI - HEAP ( A ) ;

farji-ndown-tos.detempo :-. Exttj ]

Exttj ) :-. AID

le Special - Leaf(A)
Atti = tempo

end - for ;

end
. procedure



. SUPPONIAMO CHE

ME
"

È
2

. IN TAL CASO

- A [ t.cm -2 ] COSTITUIRÀ L' HEAP AREA

- Attinti .in ] COSTITUIRÀ LA WORK AREA

° SI

COSTRUISCA
UN MAX - HEAP IN Atri

.mn
- s ]

• SI ESEGUAl' ALGORITMO EXTERNAC - HEAPSORT  
SU Atti.cm - s ]

CONSIDERANDO COME ARRAY ESTERNO Il SUB . ARRAY A [n-mtz.in ]

. QUINDI SI

SCAMBINO
I valori DI

Atm
) e Atm -

mai
]

. Il SUB - ARRAY Atn - m -11. .
n ] RISULTERA

'

- ORDINATO

- Ati ) E Atj )
,

PER lei En - m a jen .

DUNQUE BASTERA
' ORDINARE RICORSIVAMENTE il SUB - ARRAY

A [ e "
h - m ] PER

COMPLETARE
L' ORDINAMENTO

.



Pivot

ESEMPIO : te
?  2 3 4  5 6 7 8 9 lo  li  ' 2 13  14  15

15 7 13 2 8 3 I 4 12 9 10 5 Il 6 14

' 2 3 4 5 6 7 8 9 lo  li  12  I 3 14 15

15 13 12 Io Il 14 9 7 2 8 3 1 4 5 6

÷
EAP AREA WORK AREA



ESEMMO :

:
 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15

Ext :

HEAP AREA 15

13 12

10 Il 14 9

7 2 8 3 I 4 5 6

MANETTI 15 13 12 io il 14 9 7 2 8 3 i 4 5 6



ESEMMO :

:
 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15

Ext :

HEAP AREA 15

13 14

10 Il 12 9

7 2 8 3 I 4 5 6

UMILTA 15 13 14 io il 12 9 7 2 8 3 i 4 5 6



ESEMMO :

:
 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15

Ext :

HEAP AREA 8

5 6

1 3 4 2

7 9 IO Il 12 13 l 4 15

MINIATI 8 5 6 1 3 4 2 7 9 lo il 121314 E

÷N ORDINATO ORDINATO



n

-11
° SUPPONIAMO ORA CHE M >

-2

. IN TAL CASO

- A- [

mele
.  n ] COSTITUIRÀ L' HEAP AREA

- A [

t.cm
-1 ] COSTITUIRÀ LA WORK AREA

m

Es .

PIVOT

÷RNOT I Pivot

WORK AREA HEAP AREA

° SI

COSTRUISCA
UNMIN- HEAP IN A [ Mel. . n ]

. SI

ESEGUA
l' ALGORITMO EXTERNAL - MIN .

HEAPSART
SU A- [ nel. . n ]

CONSIDERANDO COME ARRAY ESTERNO IL SUBARRAY Atti . ma ]

° QUINDI SI

SCAMBINO
I valori Di A [ m ] E Atm - M # ]



h

+1
° SUPPONIAMO ORA CHE M >

-2

. IN TAL CASO

- A- [ Mele.  n ] COSTITUIRÀ L' HEAP AREA

- A [

t.cm
-2 ] COSTITUIRÀ LA WORK AREA

° SI

COSTRUISCA
UN

MIN
- HEAP IN A [ mtl.  . n ]

. SI ESEGUAl' ALGORITMO EXTERNAL - MIN .HEAPSARTSU A [ mtl.  . n ]

CONSIDERANDO COME ARRAY ESTERNO IL SUBARRAY Atti . MI ]

° QUINDI SI

SCAMBINO
1 valori Di A [ m ] E Atm - M # ]

. IL SUB . ARRM Atm - MI ] RISULTERÀ

- ORDINATO

. Ati ) E Atj )
,

PER 1 Eisn . m # < jsn .

DUNQUE BASTERA
' ORDINARE RICORSIVAMENTE IL SUB . ARRAY

A [ n .

mt2.in
] PER

COMPLETARE
L' ORDINAMENTO

.



ESEMPIO :

1  2 3 4  5 6 7 8 9 lo  li  i 2 13  14  15

15 7 13 2 8 3 1 4 12 9 10 5 Il 6 14

' 2 3 4 5 6 7 8 9 lo  li  12  I 3 14 15

15 7 13 8 12 9 10 Il 14 6 2 3 1 4 5

- -

86 E 6

WORK AREA HEAP AREA



ESEMMO :

:
 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15

Ext :

HEAP AREA
5

4 I

3 2 6 14

Il 10 9 12 8 13 7 15

EMISI 15 7 13 8 12 9 10 ' l 14 6 2 3 1 4 5



ESEMMO :

:
 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15

Ext :

HEAP AREA
,

2 5

3 4 6 14

Il 10 9 12 8 13 7 15

WHILST 15 7 13 8 12 9 10 ' l 14 6 43 5 2 1



ESEMMO :

:
 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15

Ext :

HEAP AREA 12

13 8

15 7 9 14

Il 10 6 5 4 3 2 I

WHILST 1 2 3 4 5 6 Io il 14 9 7 15 8 13 12

-
ORDINATO NON ORDINATO



ESEMPIO
WORKAREA SORTED AREA

HEAP AREA WHITE UNSORTED AREA

1
.

2
,

3
,

4
,

5.

:
-

.

8 .

9
.

ecc
,



procedure Quick Heap sort ( A ) ;

n :  = LENGTH (A) ;

¥ n > a then

Pivot
:  = CHOOSE - Pivot (A) ;

m :  = PARTITI ON - REVERSE ( A
,

Pivot ) ;

¥

me⇐
' then

2

External . Max - Heopsoot ( A [ ii. m - 1 ] ,
A [ n -

mtz
" n ] ) ;

Exchange (Atm] ,
A [ n -miD)

Quick Heapsat ( A [ 1 i. n - m ] )
che

External . Min - Heopsoot (AEM#un] ,
A [ 1 . . n - M ] ) ;

Exchange (Atm,
A [ n -mtD) ;

Quick Heapsat (Atn-ME. .
n ] ) ;

end
. f ;

end
. f ;

end
. procedure ;



Procedure External - Min . Heapsart ( A
,

Ex E)

INPUT : ARRAY A EDEXT DELLA STESSA LUNGHEZZA

OUTPUT : ARRAY Ext E
'

UNA PERMUTAZIONE ORDINATA DI A

n :-. LENGTH [ A ]

BUILD - MIN . HEAP ( A ) ;

# j :-. 1 darlo n che

tempo :-. Exttj ]

Exttj ] :-. AID

l :-. Min . Special . Leaf(A)
Atl ] :-. tempo

end . for ;

end
. procedure



Function Min . Special Leaf (A)
n :-. LENGTH [ A ]

j : = 2 # FIGLIO SINISTRO Della RADICE #

while i < n da / # i HA UN FRATELLO * /

f- Atti ) > Atiti ] then ii. iti ; eudf ;

A [ List ] :  = Atti ) # FA RISALIRE DI UN LIVELLO IL MIN

TRA Atti ] E Il FRATELLO DI Atti ] * /

I :-. 2. i ; # QUINDI SI SCENDE DI UN LIVELLO * /

end white ;

¥ i. n then

AILY » ] :-. AD
i :-. ai ;

end # ;

return % ;

end function ;



COMPLESSITÀ

Cantone . Cincotta
'

Riekert . Weiss

old result ( 2002 )

basic QHS

L' ANALISI DI DIEKERT - WEISS SI BASA su UN ALGORITMO OTTIMIZZATO PER

LA COSTRUZIONE  DI UN HEAP APPARSO NEL 2012 :



UN MIGLIORAMENTO PER RISPARMIARE CIRCA E
,

n CONFRONTI

( DIEKERT - WEISS
, 2015 )

- E
'

SUFFICIENTE ORDINARE LE FOGLIE CON UNO STESSO PADRE IN SENSO

NON - DECRESCENTE
,

NEL CASO DI MAX - Heap
,

E IN SENSO NON - CRESCENTE
,

NEL Caso DI MIN - HEAP
,

MANTENENDO POI TALE ORDINAMENTO dopo

-
OGNI ESTRAZIONE

MAMMA



ESEMMO :

:
 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15

Ext :

25

21 14

16 8 10 12

9 3 5 2 5 2 Il 7



ESEMMO :

:
 2 3 4 5 6 7 8 9 10  11  12 13 14  15

Ext :



LEMMA LET a
, PER ,

ten
.

THEN

dei cp → tattici ETPT -1
.

Feathers of tuo leone , can be character ized as follow :

In a heap with n elements
,

mode i is fotter of tuo Lares 2ITLEh 8 4in n

h e 4in E2h - 2

I
cicli

4
'

4

(E)
ti si E

fà
4



Hence
,

in a henp with n nodes
,

the number of nodes that are

fathers cf tua team is :

I -

dètti) -

in
= I -

III
lemma È-se È -là e tetta .

Li :  =dimensioniof i - th heap

+ :  =
total number of heaps = totrl number of parte

t

Wa have : Ehi = n -
E

[ =  i

The experts value of t is 0 ( Gm) .



The total number of comparisse due to the sift - down please is :

bene QHS → ÌÉ
,

Llghitfhi - D

imprared QHS - Ètllghililhi- D - ( hi - D)

grass sorry - È hi  - t  = n - zt

extra art → LEI ti

cfinpracd QHS

net sorry - n -2T - (f)t1) 7 n - at - I -2 = fan - zt -2

Expected net Sonny - ¥ n -

Olhgn
) =

0.75N



Emma III sette letale ir

Pray the charm is equivalent to

LEI 2 ELFI effetti ce

By way fantasticheria assume

L'II alzt a.LI I nmI
Then ÈII LITI attesa 27 2 2

him 2

n mod 4È 3 I 2 È È contradiction

tua III saletta



Next by way fantastichi si assume

k 2 LEI
Then

2 LEI 2 IIII a L enzima
4

2 S I Canini
4

canapè contradiction

Thus LEI 2 ELFI completing the proof of
the lemma II




