Dato n € M, si consideri 1l grafo orientato G = (V, E'), ove

V = {w:l1<ab<n @heN)
E = {(vabved) : Vabsved €V, vap # vea, a <€ b< d}.

(a) Siano wy : E — R e wa : E — R due funzioni peso assegnate. Per clascuno dei grafi pesati (G, w1) e (G.ws)
g1 illnstri un algoritmo per caleolare in maniera eficiente tutti 1 camminil minimi dal nodo #qq, ginstificando
opportunamente la scelta effettnata, e se ne valuti la complessitia computazionale in funzione di [V] e di [E].

(b) Sapreste esprimere le complessita trovate nel punto precedente solo in funzione din?

Q (o

O = 1 4+ A -l—(z?_u)-i- 2 v+ (22+l>+[zz+(>'\‘(31—9






ESERCIZIO 4 (esame completo/II prova in itinere)

Sia & = (V. E) un grafo orientato con funzione peso w : E —+ R e sorgente s € V', i eui nodi sono tutti rageiungibili
da =.

(a) Si definizcano il grafo G dei cammint minimi da s in G e la nozione di albero dei camming ménvme da s in G
(rispetto alla funzione peso w).

(b] Dato un arco (w.v) € E, si dimostri che (u,») appartiene al grafo del cammini minimi se e solo se d(s,v) =
s, ) +wlw, v), dove 4 & la funzione distanza su & indotta da w.

(e 51 1llustrt un algoritmo efhciente per ealeolare 1l grafo del cammini minimi da s per 1l grato pesato (G ).
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Sia G = (V. E) un grafo orientato, ¢ £ V un nodo assegnato di G e w : E — BT una funzione peso in G a valori
positivi.

Un g-cammine in & da w a v & un cammino in & da u a v passante per q.

Un g-cammino in & da u a » si dice min#mo se 1l suo peso & minimo (relativamente alla funzione peso w) rispetto
a tuttl 1 g-cammini in & da u a ».

51 descriva un algoritmo efficiente che caleoli per clascuna coppia di nodi (v, v) € V' % V' un g-cammino minimo da
uwa v e se ne valutl la complessitia computazionale.



In analogia con la nozione di distanze (minima) tra due nodi, si proponga una definizione della nozione di destanza
massima tra due nodi in un grafo orientato pesato.

uindi 81 descriva un algoritmo per determinare le distanze massime di tuttl 1 nodi da una data sorgente s € 17 1n
un grafo orientato acielico G = (V, E') con funzione peso w : E — R e se ne valuti la complessita computazionale.
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Sia &' = (V. E) un grafo orientato con una funzione peso non negativa w : E — RT e siano assegnati in G tre nodi
distintl s, q1.q2 € V.

51 descriva un algoritmo ethelente, valutandone anche la complessita computazionale, per caleolare tutti 1 cammini
minimi (non necessariamente semplicl] da s a claseun nodo v di G, passanti per almeno uno dei due nodi assegnati

i1, 4q2.




Sia ' = (V,E) un grafo orientato con una funzione peso non negativa w : F — RY e siano assegnati (k + 2) nodi

distintl s.f, o, 09, ..., v d1 .
Si descriva un algoritmo efhiciente, valutandone anche la complessita computazionale in funzione di |V, |E| e k, per
caleolare un cammino minimo (non necessariamente semplice) da s a #, passante per almeno uno del & nodi assegnati
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ESERCIZIO 1

Un importante problema di trasporto per l'azienda PIGA
Petroli & stato ricondotto ad un problema di cammini
minimi in un dato grafo orientato ¢ = (V, E'), con fun-
zione peso w @ E — E, privo di cicli di peso negativo.
In particolare, per effettuare le prime scelte strategiche,
mizialmente serve solo calcolare la distanza in (&, w) dal
nodo s € V" al nodo y € V. ) c10 & stato incaricato 11 bril-
lante programmatore Tuari N.G.% Questi preleva soltanto
1l frammento a lato dall’enorme rappresentazione grafica
di ((3.w) (=i sappia infatti che || = 10%) ed in men che
non 81 dica caleola la distanza da s ad ¥ e un cammino
minimo da s ad y in (G, w).

(Jual & 1l ragionamento effettuato dal nostro esperto pro-
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grammatore Turl N.G.T (51 applichino preferibilmente le proprieta sviluppate nel corso.)
E possibile escludere con 1 dati in nostro possesso esistenza di altri cammini minimi da s ad 7

Che cosa s1 puo dire della distanza di = da s7

iPer il rispetto della privacy sono state indicate solo le iniziali del cognome.
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Sia G = (V, F) un grafo orientato con funzione peso w: F — BT e siano s;,s2 € V' due nodi distinti di G.
Un cammino 7 = (vg, vy,...,v;) in G si dice {sq, s3 }-MINIMO se

® Uy € {8,852}
e per ogni cammino 7' da sy a v, o da s; a vy si ha: w(m) < w(n').

Inoltre, se m = (vg,vq,. .., vg) € un cammino {s, s; }-minimo, poniamo 0f 51,50} (V) =Def w(T).

Si illustri un algoritmo efficiente che per ciascun nodo v di G calcoli o, ;1 (v) nonche almeno un cammino {sy, s; }-

minimo terminante in v.
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Sia dato un grafo orientato G = (V, E) con funzione peso w : E — RT. Assegnati inoltre un insieme di nodi V5 C V
ed un nodo t € V' \ 14, sl ponga
J(IFDF f) T Def ]:l1111 5'3(1“! t)?

=

dove d¢ @ la funzione distanza in (G, w).

Si progetti un algoritmo per calcolare §(Vp,t) = min,cy, dg(v,t) e se ne valuti la complessita computazionale in

tunzione di |V, [Vo| e |E]|. T
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Sia G = (V, E') un grafo orientato con funzione peso w: E — R™ e siano s; ed s; due nodi distinti di G.
Si descriva un algoritmo efficiente per calcolare una partizione (V3,V5) di V' tale che:

® (sy,u) < d(sz,u), perogni u € Vi, e
® O(s2,v) < d(sy.v), per ogni v e Vo,

dove 4 e la funzione distanza in (G, w).




S1 descriva un algoritmo efficiente per determinare se un grafo pesato orientato contiene cicli di peso negativo, se ne
calcoli la complessita e se ne verifichi la correttezza.
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Sia G = (V,E) un grafo orientato con funzione peso w : E — R™, sorgente s € V e tale inoltre che contenga

esattamente due nodi in V' contrassegnati come “speciali”.
Diciamo che un cammino da w a v in G e ammissibile se esso contiene al pit un solo nodo speciale (compresi gli

estremi).
Si descriva un algoritmo per il calcolo dei cammini ammissibili minimi dalla sorgente s a tutti i nodi del grafo.



Si dia un algoritmo in grado di calcolare 1 cammini minimi nel seguente grafo dalla sorgente s a tutti 1 rimanenti nodi
e s1 esibisca la traccia della relativa computazione. Inoltre si dimostri la correttezza dell’algoritmo dato e se ne valuti
la complessita computazionale.




