Corso di Laurea in
Ingegneria Informatica (J-Pr) e Ingegneria Elettronica (J-Pr)

Prova di Algebra lineare e Geometria- Appello 3 Maggio 2021

Durata della prova: 90 minuti.
E vietato allontanarsi prima di aver consegnato definitivamente il compito.
E vietato consultare libri o appunti.

E assegnato 'endomorfismo f: R® — R tale che:

£(1,0,1) =(1—h,2+h,2)
£(0,1,1) =(2—h,1+h,2)
£(0,1,0) =(2,1,1)

conh € R.

1. Determinare M(f) eil valore di & € R per il quale (1, —1,1) & autovettore per f. Per tale valore di
studiare la semplicita di f, determinando, se possibile, una base di autovettori.

2. Dato V = {(x,y,z) € R® | x +y —z = 0}, calcolare f(V) al variare di h € R, specificandone la
dimensione e determinandone la/le equazioni cartesiane per ogni & € R. Dato:

W = L((h, —h,0), (3h,0,2h), (0,3h +3,2h +2)), VheR,

mostrare che W C f(V) per ogni h € R e specificare per quali valori di # € R i due sottospazi sono
Soluzione

uguali.
2 —h
M(f) = L h,
(17

f(1,-1,1) = (=1 —h,1+h,1).

1. E immediato vedere che:

1
2
1
per cui:

Il vettore (1, —1,1) & autovettore per f se la seguente matrice ha rango 1:

1 -1 1 riducendo, 1 -1 1
—1—-h 14+h 1 —h—-2 h+2 0.

Dunque, il valore cercato ¢ h = —2, caso in cui si ha:

f(1,-1,1)=(1,-1,1),

il che significa che per h = —2 (1, —1,1) & autovettore associato all’autovalore 1. Andiamo a calcolare
il polinomio caratteristico di f nel caso h = —2:
1-T 2 2
P(T) = 2 1-T -2 :(1—T)(T2—2T—3):(1—T)(T+1)(T—3).

1 1 1-T



Quindi, gli autovalori sono 1, —1, 3, tutti di molteplicita algebrica 1. Questo vuol dire che f & sem-
plice ed é possibile determinare una base di autovettori per f. Osserviamo che, dovendo essere
necessariamente dim V; = m; = 1 e avendo visto che (1,—1,1) € Vj, possiamo subito concludere

che V; = £((1,-1,1)).
Sia T = —1. Sappiamo che V_; =ker f_;,dove f_1 = f +ie:
2
0 1.
0
Voi={(xyz2) € R|2x+2y +2z =0, 4x + 4y = 0} = £((1,—1,0)).

2 2 2\ | 2 2
M(fl)M(f)JrI(Z 2 2)%(4 4
00
2
0.
)

11 2
Vs={(x,1,2) e R®| —x+3y =0, —2x + 2y +2z =0} = £((3,1,2)).
Quindji, per h = —2 una base di autovettori per f e data da [(1,—1,1),(1,—1,0),(3,1,2)].

Dunque:
Sia T = 3. Sappiamo che V3 = ker f3, dove f3 = f —3i e:

-2 2 2 . 5 o
M(fs3) = M(f) =3I = 5 _p _o | riducendo 0 0
11 -2 -1 3

Dunque:

. Essendo V = £((1,0,1),(0,1,1)), possiamo dire che:
f(V)=L(f(1,0,1),f(0,1,1)) = L((1—h,2+h,2),(2—h,1+h,2)).

Cerchiamo la dimensione di f(V), unitamente alla/alle equazioni cartesiane:

1—h 2+h 2 1=k 2+4h 2
(Zh 1+h 2) riducendo, 1 -1 0
x y oz x+y—§z 0 O

Quindi, dim f(V) =2 perogni h € R e si ha:
f(V)={(x,y,2) € R®| 2x +2y — 3z = 0}.
Chiaramente W C f(V), in quanto si vede facilmente che:
(h,=h,0), (3h,0,2h),(0,3h+3,2h+2) € f(V) VheR.

Per capire se W = f(V'), dobbiamo calcolarne la dimensione:

3hh _Oh 20h riducendo, per h;zréO> 3};1 _Oh Zoh .
0 3h+3 2h+2 0 0 O

Quindji, per i # 0, si ha dim W = 2 = dim f (V). Cio significa che per h # 0siha W = f(V). Invece,
per h = 0 si vede immediatamente che dim W = 1, per cui in tal caso W C f(V).

II

. E assegnato nel piano un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, X, i/, u. Studiare il fascio di
coniche di equazione:
x? —2hxy +hy? —2x+1=0,

determinandone, in particolare, punti base e coniche spezzate. Determinare una forma canonica della
parabola del fascio.



2. E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, X, i/, Z, . Data la conica:

x2—2xy—1=0
z=0,

determinare le equazioni del cono e del cilindro contenenti I' e aventi vertici, rispettivamente, V =
(-1,1,-1)eV' =(-1,1,-1,0).

Soluzione

1. E facile vedere che per i = co abbiamo una conica spezzata, esattamente di equazione y(2x —y) = 0.
Inoltre, essendo:

1 —h -1
Bl=| -h h 0 |=-HK,
-1 0 1

vediamo che l'altra conica spezzata del fascio ¢ quella che si ottiene per I = 0 ed ha equazione
(x —1)? = 0. Invece, per i # 0 abbiamo delle coniche irriducibili.

Determiniamo i punti base del fascio intersecando le due coniche spezzate:

{y(Zx —y)=0
(x—1)2=0.

Otteniamo i punti (1,0) e (1,2), entrambi contati due volte. Inoltre, da:

1 —h

a=| 5

‘:h—hz,

vediamo che per 0 < h < 1 abbiamo delle ellissi, tutte reali in quanto i punti base sono reali; tra
tali ellissi non figurano circonferenze; per 1 = 1 abbiamo 1'unica parabola del fascio, in quanto per
h = 0 abbiamo una conica spezzata; per h < 0 e h > 1 abbiamo delle iperboli, tra le quali figura una
equilatera per h = —1, in quanto Tr(A) = h + 1.

Cerchiamo una forma canonica della parabola del fascio. Essa ha equazione:
2 2 _
X —=2xy+y —2x+1=0.

Dal momento che la parabola & la conica del fascio che si ottiene per i = 1, possiamo subito dire che

|B| = =1 e Tr(A) = 2. Una sua forma canonica ¢ del tipo:
BY? = 29X,
dove le matrici associate B’ e A’ sono tali che |B'| = |B| = =1 e Tr(A’) = Tr(A) = 1. Quindi:
=2
By =1 P
= 2
{5 =2 v = i\zf.

Prendiamo f =2ey = % In questo modo otteniamo che una forma canonica della parabola é:

2Y2 = 2X2 = Y2 = \fx

2. Le quadriche contenenti la conica I' hanno equazione:

x? —2xy —1+z(ax+by+cz+d) =0= x> —2xy +axz+byz+cz*> +dz—1=0.



Quindji, la matrice associata é:

Il punto V e vertice se:

Questo vuol dire che il cono cercato ha equazione:

Analogamente, il punto V' & vertice se:

Questo vuol dire che il cilindro cercato ha equazione:

x? —2xy — 4xz +2yz + 32> — 1 = 0.
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