Corso di Laurea in
Ingegneria Informatica (J-Pr) e Ingegneria Elettronica (J-Pr)

Prova di Algebra lineare e Geometria- Appello 11 Marzo 2021

Durata della prova: 90 minuti.
E vietato allontanarsi prima di aver consegnato definitivamente il compito.
E vietato consultare libri o appunti.

I
E assegnata ’applicazione lineare f: R® — IR* tale che:
flx,y,z) = (x+2y —z,hx +y+z,x+hy +hz,2x +4y + (-h —2)z), VY(x,y,z) € R,
conh € R.

1. Sonodati V = {(x,y,z) e R® | x—y—z =0}eU = £((1,1,1,2),(-1,2,2,—2)). Determinare
le equazioni cartesiane di U, calcolare f(V) al variare di & € R, specificandone la dimensione, e
determinare il valore di & € R per il quale f(V) = U.

2. E assegnato 'endomorfismo g: R* — RR? tale che:

0 0 0

M(g)=1| 0 1 0 |.

2 0 -1

Studiare la semplicita di ¢ = go f: R®> — RR3, al variare di & € R, determinandone, ove possibile,
una base di autovettori.

S O -

Soluzione

1. Ricaviamo le equazioni cartesiane di U:

1 11 2 _ 11 1 2
1 2 2 —p |Hduwendo {93 3 o |,
x y z t 00 z—y t—2x

U={(x,y,zt) eR*|ly—z=0,2x—t=0}.

Quindi:

Osserviamo che:

1 2 -1

h 1 1

1 h h

2 4 —h-2

Inoltre, essendo V = £((1,0,1),(0,1,—1)), abbiamo f(V) = £(f(1,0,1), f(0,1,—1)). Da:

M(f) =

1 2 -1 1 0

ho1 1 o= h+1
1 h h <1> h+1
2 4 —h-2 —h



1 2 —1 0 3
/2 S U I O T
2 4 —h-2 h+6

vediamo che f(1,0,1) = (0,h+1,h+1,—h)e f(0,1,—1) = (3,0,0,h + 6). Dunque:

F(V)=L((0,h+1,h+1,—h),(3,0,0,h+6)).

3 0 0 h+6
(o nd it ")
e ridotta di rango 2 per ogni /1 € R, per cui per ogni & € R possiamo dire che dim (V) = 2. Quindji,
sappiamo che dim f (V) = 2 = dim U per ogni valore di & e, di conseguenza, per determinare il valore
di i € R per il quale f(V) = U basta determinare il valore di / € R per il quale i due generatori di
f(V)(0,h+1,h+1,-h),(3,0,0,h+6) € U, cioe il valore di h per il quale entrambi i generatori di
f(V) verificano I'equazione cartesiana di U. E immediato vedere che

Chiaramente la matrice:

0=0

6_h_6=0 =0

(3,0,0,1+6) € U & {

h4+1=h+1 B
(0,h+1,h+1,—h)eu{2hzo & h=0.
Di conseguenza il valore per cui f(V) =Ueh = 0.
. Sappiamo che:
010 0 }11 % _11 h1 1
M(p)=M(g)-M(f)y=[ 00 1 0 . =|1h h |.
2 00 -1 Loh h 0 0 h
2 4 —h-2
Quindi:
h—T 1 1
PT)=| 1 h-T h |=h-Th-T2-1="h-T)(h+1-T)(h—-1-T).
0 0 h-T

Quindi, gli autovalori sono h,h 4 1,h — 1, tutti distinti tra loro per ogni valore di & € R, per cui
avranno tutti sempre molteplicita algebrica 1. Cio vuol dire che ¢ € semplice per ogni valoredih € R
ed e sempre, percio, possibile determinare una base di autovettori per ¢.

1
h |,
0

Vi={(x,y,z2) ER®|y+2z=0,x+hz=0} = L((—h,—1,1)).

Sia T = h. Sappiamo che V), = Ker ¢}, dove ¢, = ¢ — hi e:

S O =

0
M(¢y) = M(¢) —hl = ( 1
0

per cui:

Sia T = h+ 1. Sappiamo che V1 = Ker ¢;,1, dove @11 = ¢ — (h+1)ie:

-1 1 1 tucend biando Ro e R -1 1 1
M(¢h+1) — M(q)) o (h + 1)1 — 1 _1 h riducendo e scambiando Iy e K3 0 O _1
0 0 -1 0 O




per cui:
Vier = {(x,y,2) e R® | —x+y+2=0, —z =0} = £((1,1,0)).

Sia T = h — 1. Sappiamo che V;,_1 = Ker ¢;,_1,dove ¢ 1 = ¢ — (h —1)ie:

i iducend biando R; e R L1
M(q)hil) — M(q)) o (h o 1)1 — 1 1 h riaucendo e scambiando Ky e 3, O 0 1
0 01 000

per cui:
Viei={(x,y,2) e R® | x+y+2z=0,z=0} = L((1,-1,0)).

Quindji, una base di autovettori per ¢ & [(—h,—1,1),(1,—-1,0),(1,1,0)].
II
E assegnato nel piano un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, ¥, i, .

1. Sono dati il piano 71: x +y +z = 0 e la retta

p 4x—y=0
| 2x+z—-1=0.
Determinare la retta s proiezione ortogonale di 7 su 71, mostrare che r e 7 sono paralleli e il piano
contenente r e parallelo a 7.

2. Studiare, al variare di 1 € R, le quadriche di equazione:
2x% — 2xy + y* + hz®> +2hz — 1 = 0.
Per il valore di i € R per il quale si ottiene un cono, determinarne il vertice.
Soluzione

1. 1l vettore di componenti (1,1, 1) & ortogonale al piano 7r. Per determinare la retta s occorre determi-
nare il piano 77’ contenente r e ortogonale a 7r. I piani contenenti r hanno equazione:

AMx—y)+pu2x+z—-1)=0= (A+2u)x —Ay+uz —u =0.

Vogliamo che i vettori di componenti (1,1,1) e (A +2u, —A, u) siano ortogonali tra loro, cioe deve
accadere:
A+2u—A+pu=0=pu=0.

Quindi, 7': x —y = 0e:

_ ). Jx—=y=0
S_”m”'{x+y+z:0

Osserviamo facilmente che la retta r ha parametri direttori (1,1, —2). Essendo i vettori di componenti
(1,1,-2) e (1,1,1) ovviamente ortogonali tra loro, si ha che la retta r e il piano 7 sono paralleli.

Infine, come prima i piani contenenti » hanno equazione:

(A4+2u)x —Ay+puz —u =0.

1 11
A2 —A u

abbia rango 1. Dunque, riducendo abbiamo:

1 1 1 riducendo 1 1 1
A+2u —A 2A+2u 0 A+

L’'unica possibilita e che sia A + y = 0, cioe prendendo A = —1 e y = 1 troviamo l'equazione del
piano contenente r e parallelo a 7:

Vogliamo che la matrice:

x+y+z—1=0.



2. Le matrici associate sono:

S 700 A
B = e A= -1 1 0 ].
0 0 h h 0 o0 h
0 0 h -1
Siha |B] = —h?> —h e |A| = h. Quindi, per h = —1 abbiamo certamente un cono, il cui vertice V &

dato da:
2x —y =10
—x+y=0=V=/(0,0-1).
—z—1=0
Per h = 0 abbiamo |[B| = 0, |A] = 0 e p(B) = 3: in tal caso abbiamo un cilindro. Per i # 0, —1

abbiamo iperboloidi o ellissoidi. Essendo:

2-T -1 0
-1 1-T 0
0 0 h—T

PA(T) = = (h—T)(T*>-3T +1),

vediamo che gli autovalori sono concordi per i > 0 e discordi per i < 0. Quindji, per 1 > 0 abbiamo
degli ellissoidi e per h < 0, h # —1, abbiamo degli iperboloidi. Essendo, poi, |B| = —h? —h,
concludiamo che per 1 > 0 abbiamo degli ellissoidi reali, per —1 < h < 0 abbiamo degli iperboloidi
iperbolici, mentre per h < —1 abbiamo degli iperboloidi ellittici.



