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Algebra Lineare e Geometria: Prova in itinere di Algebra Lineare - 29 Aprile 2019

Durata della prova: due ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.

E vietato consultare libri o appunti. Compito C

Sono assegnati i seguenti sottospazi di R*:
V={(x,y,zt) eR*|z—t=0} e W={(x,y,zt) e R*|x+y=0},

i vettori v;1 = (0,0,1,1), v = (1,0,0,0), v3 = (0,1,0,0) € V e la base B = [wy, wp, w3] di W, dove
w; = (1,—1,0,0), w, = (0,0,1,0) e w3 = (0,0,0,1). B assegnata, inoltre, ’applicazione lineare f: V — W
definita dalle relazioni:

f(Ul) = 2w + 2wy + (—Zh - 2)ZU3
f(vz) = (—h — 1)601 + wy + (—h — 1)ZU3
f(Z)3) = wq + wy — 3ws.

1. Studiare f, al variare di 1 € R, determinando Ker f e Im f.

2. Nel caso i = —2, determinare una matrice associata all’applicazione lineare ¢: R* — W tale che
¢lv = feKerp =2((0,0,1,0)).

3. Dato g: R* — R* tale che g(x,y,z,t) = (x +y —z,hx +z, hx +y,2x +y —z — t) per ogni (x,y,z,t) €
R*, studiare la semplicita di g al variare di & € R, determinando, ove possibile, una base di autovet-
tori.

4. Risolvere, al variare di i € IR, il sistema:

—x+(-h—-1y+z=1
(=h—1)x+y+z=-1
x+y+(-h—1)z=—-h—-1

Soluzione

1. Si vede facilmente che v, v, e v3 sono linearmente indipendenti, per cui & = [v1, V2, v3] € una base
di V. Dunque, ¢ immediato scrivere la matrice:

-2 —h-1 1
M7Z(f) = 2 1 I
~2h—2 —h—-1 -3

Dato che |[M“"#(f)| = 2h(h — 2), vediamo che per h # 0,2 f & un isomorfismo, cioé f & iniettiva e
suriettiva, per cui Im f = WeXKer f = {(0,0,0,0)}.

Sia h = 2. In tal caso:

2 -3 1\ | 2 -3 1
M&f , B ( f) — ) 1 1 riducendo 4 4 0 .
-6 -3 -3 0 0 O

Dunque, dimIm f = p(M“"?(f)) = 2 e una sua base & data da:

[—3w1 + wy — 3wz, wy + wy — 3ZU3] = [(—3,3, 1, —3), (1, -1,1, —3)].



Inoltre, dimKer f = dimV —dimIm f = 1e:

Kerf={veV|[v]y=I(abc), —2a—3b+c=0,4a+4b =0} =
={veV|plyg=@ —-a-a)}=2L(nn—v—v;)=2((-1,-1,11)).

Sia h = 0. In tal caso:

| -2 -1 1\ _ -2 -1 1
MAA(py = [ 2 1 1 | mendo [0 g
-2 -1 -3 0 0 0

Dunque, dimIm f = p(M“*”?(f)) = 2 e una sua base ¢ data da:
[—wy + wy — w3, wy +wy — 3ws] = [(-1,1,1,-1),(1,-1,1, =3)].

Inoltre, dimKer f = dimV —dimIm f = 1e:

Kerf={veV|[v]ly=(abrc), —2a—b+c=02=0}=
={veV |y =1(a-240)}=2(vy—20) =2((-2,0,1,1)).

. E chiaro che (0,0,1,0) ¢ V, poiché non verifica la sua equazione cartesiana. Dunque, i vetto-
ri v1,v3,03,e3 sono linearmente indipendenti e, percio, individuano una base di R*. Dunque, le
assegnazioni:

¢(v1) =f(v1) = —2w; + 2w, + 2w
¢(v2) =f(v2) = w1 + w2 + w3
¢(v3) =f(v3) = w1 + w2 — 3ws
¢(e3) =(0,0,0,0)

determinano perfettamente ¢. Inoltre, posto C = [v1, v2, 3, €3], abbiamo chiaramente che:

21 1 0
MC'%(f)(z 1 1 o).

2 1 -3 0

. Sivede che:

11 -1 0

h 0 1 O

M@=1n1 0 o |

21 -1 -1

per cui:
1-T 1 -1

0
h -T 1 0
h 1 -T 0
2 1 -1 —-1-T

P(T) = = (1-T)*(-1-T)

Dunque, gli autovalori sono 1 e —1, con m; = 2 e m_; = 2. g € semplice se, contemporaneamente, si
hadimV; =m; =2edimV_; =m_; =2.

Sia T = 1. Sappiamo che V; = Ker gy, dove g1 =g —ie:

O 1 -1 0 01 -1 0

. . h —1 1 0 riducendo e con uno scambio di righe 2 0 0 -2
Mg)=M@)—-I=1, 1 1 o 00 0 0
2 1 -1 -2 h 0 O 0



Dunque, p(M(g1)) =3 perh # 0, percuidimV; =4 -3 =1 < 2 = my. Mentre p(M(g1)) = 2 per
h =0, per cuidim V; =4 —2 = 2 = mjy. Cio vuol dire che g potrebbe essere semplice solo per i = 0.
Calcoliamo, comunque, I’autospazio in tale caso:

Vi={(x,y,zt) eR|y—z=0,2x—2t =0} = .2 ((0,1,1,0),(1,0,0,1)).

Siah=0eT = —1. Sappiamo che V_; = Kerg_1,dove g1 = g +ie:

riducendo
—_—

N O ONN
o O OO
S O ON
OO ==
S O -

o O OO

Dunque, perh = 0 p(M(g-1) =2edimV_; =4 —2 =2 = m_;. Dunque, solo per h = 0 g & semplice
e possiamo determinare una base di autovettori. Calcoliamo l’autospazio:

Vai={(lxyzt)eR | 2x+y—2z=0,y+z=0} =.2((1,-1,1,0),(0,0,0,1)).
Dunque, per h = 0 una base di autovettori per ¢ ¢ [(0,1,1,0),(1,0,0,1),(1,—1,1,0),(0,0,0,1)].

. Occorre risolvere il sistema la cui matrice completa associata é:

-1 —h—1 1 | 1 . -1 —h—1 1] 1
“h-1 1 1| -1 | DdwendoperhZ0 L, pu0 0 | -2 |
1 1 ~h—-1 | —-h-1 0 —-h*-3h—-2 0 | 2
Dunque, vediamo subito che per i # —2, —1, 0 il sistema ha una sola soluzione:
v 2
h+1
—x+(-h—-1y+z=1 ’
—hx4+ (h+2)y=-2 =Yy=—5——,
(=2 —3h—2)y =2 h? +3h +2
S h? +3h+4
" 243k 42
2 2 h? +3h+4
Percio, per h # —2,—1,0 si ha la soluzione { (h 1R e i W 1 2) }
Dalla matrice ridotta ottenuta in precedenza vediamo subito che per h = —1 e h = —2 il sistema &

impossibile.

Sia h = 0. In tal caso:

1 -1 1 | 1\ 1 -11 ] 1
1 1 1 | -1 |fdwendo f 5 5 o | —2 ].
1 1 -1 | -1 0 0 0] 0

Dunque, per h = 0 abbiamo una sola incognita libera:

—x—y+z=1 y=-1

e le soluzioni del sistema sono {(z, —1,z) € R3}.



