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Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.

E vietato consultare libri o appunti. Compito A

I

Nello spazio vettoriale R* sono assegnati i sottospazi:

V={(x,yzt) eR |x—y+z+t=02x+y—z+2t =0}
W={(x,y,zt) e R* | x+ht =0, y+hz =0},

conh € R.
1. Calcolare V + W e VN W al variare di € R, determinando, in particolare, i casi in cui la somma &
diretta.
2. E assegnato 'endomorfismo f: R* — R* tale che:
1 h+1 h+1 2
0 1 2 0
M(f) = 0o 2 1 0]’
2 0 0 1
con h € R. Studiare la semplicita di f al variare di # € R, determinando, nei casi in cui & possibile,
una base di autovettori per f.
3. Determinare il valore di /1 per il quale la restrizione f|y induce un endomorfismo semplice di V.
4. E assegnato 'endomorfismo g: R* — R* definito da:
gx,y,z,t)=(—x—t,hy—z,(h—1)z, —x + (h — 1)t)
per ogni (x,y,2,t) € R*, con i € R. Studiare 'endomorfismo f + ¢: R* — R* al variare di & € R,
determinando, in particolare, Ker f e Im f.
Soluzione
1. Si vede facilmente che V = ¢ ((1,0,0,-1),(0,1,1,0)) e W = £ ((—h,0,0,1), (0, —h,1,0)), per cui

dimV =dimW =2e:
V+W=2(1,0,0-1),(0,1,1,0),(—h,0,0,1),(0,—h,1,0)).

Calcoliamone la dimensione:

1 0 0 -1 1 0 0 —1
0 1 1 0 riducendo 0 1 1 0
-h 0 0 1 1—h 0 0 0 !
0 -h 1 0 0 —h—-1 0 0



percuiperh # 1,—1dim(V + W) = 4 = V+ W = R% In tal caso, dalla formula di Grassmann
vediamo che dim(V NW) = 0, per cui VNW = {(0,0,0,0)} e, dunque, V& W = R*.

Sia h = 1. In tal caso, V = % ((1,0,0,—1),(0,1,1,0)), W = £ ((—1,0,0,1), (0, —1,1,0)) e:

V+W = 2((1,0,0,-1),(0,1,1,0),(—1,0,0,1),(0,—1,1,0)) = .#((1,0,0,—1), (0,1,1,0), (0, —1,1,0)).

1 0 0 -1 ) 1 0 0 -1
0 1 1 0 riducendo 01 1 0 )
0O -1 1 0 00 2 0

vediamo che i tre generatori di V + W sono anche linearmente indipendenti e individuano una base
di V + W, per cui dim(V + W) = 3. Dalla formula di Grassmann otteniamo che dim(VNW) = 1e,
dato che chiaramente (1,0,0,—1) € VNW, allora VNW = £ ((1,0,0,—1)). In tal caso, la somma
non e diretta.

Siah = —1. Intal caso, V = ¢ ((1,0,0,-1),(0,1,1,0)), W = £ ((-1,0,0,-1),(0,1,1,0)) e:

Da:

V+W=2%2((1,0,0,-1),(0,1,1,0),(-1,0,0,-1),(0,1,1,0)) = £((1,0,0,-1),(0,1,1,0), (—1,0,0, —1)).

1 00 -1\ 100 —1
0 11 o |ddwendof 591 o |,
100 -1 000 —2

vediamo che i tre generatori di V + W sono anche linearmente indipendenti e individuano una base
di V + W, per cui dim(V + W) = 3. Dalla formula di Grassmann otteniamo che dim(VNW) = 1e,
dato che chiaramente (0,1,1,0) € VNW, allora VNW = £ ((0,1,1,0)). Nemmeno in questo caso
la somma e diretta.

. Si vede che:
1-T h+1 h+1

2
0 1-T 2 0
0 2 1-T 0

2 0 0 1-T

P(T) = = (T+1)*(T -3)?,

per cui gli autovalori sono —1 e 3, conm_; = 2 e m3 = 2. f & semplice se contemporaneamente si ha
dimV_1 =m_1 = 2edimV3 = m3 = 2.

SiaT = —1. Sappiamoche V_1 =Ker f_j,dove f_; = f +ie:

2 h+1 h+1 2 2 h+1 h+1 2
0 2 2 0 riducendo 0 2 2 0
M) =M +I=1 3 5 5 "lo o o ol
2 0 0o 2 0 0 0 O
per cui p(M(f-1)) =2e,dunque, dimV_1 =m_1 = 2.
Sia T = 3. Sappiamo che V3 = Ker f3, dove f3 = f —3i e:
-2 h+1 h+1 2 -2 h+1 h+1 2
o - 0 -2 2 0 riducendo 0 -2 2 0
Mifs) =M(f)=8I=| o 5 5 | o o 0 0|’
2 0 0 -2 0 0 2h+2 0

per cui p(M(f3)) = 2perh = —1 e p(M(f3)) = 3perh # —1. Dunque, dmVz =1 < m3 = 2
per h # —1, mentre dim V3 = m3 = 2 per h = —1. Questo vuol dire che f & semplice per h = —1,
unico caso in cui €, dunque, possibile determinare una base di autovettori per f. Sia, percio, h = —1.
Sappiamo che:

Vs =Kerfs = {(x,y,2,t) € R* | —2x +2t =0, —2y + 2z = 0} = .£((1,0,0,1),(0,1,1,0))



e per quanto visto prima:

Vi =Kerfs = {(x,y,2t) € RY| 2x +2t =0, 2y + 2z = 0} = £ ((1,0,0, -1), (0,1, —1,0)).
Dunque, una base d autovettori per f nelcasoh = —1¢[(1,0,0,1),(0,1,1,0),(1,0,0,—-1), (0,1, —1,0)].
. Sappiamo che f(V) = £(f(1,0,0,—1), f(0,1,1,0)). Da:

1 1 h+1 h+1 2 1 -1
0 0 1 2 0 0 0
M(f)- 0 o 2 1 0 0 I
-1 2 0 0 1 1 1
vediamo che f(1,0,0,—1) = (—1,0,0,1). Da:

0 1 h4+1 h+1 2 0 2h+2

1 0 1 2 0 1 3

M(f) - 1] o 2 1 0 1| 3

0 2 0 0 1 0 0

vediamo che f(0,1,1,0) = (2h+2,3,3,0). Dunque, f(V) = £ ((-1,0,0,1),(2h+2,3,3,0)) e
f(V) € Vse(-1,0,0,1),(2h+2,3,3,0) € V, cosa che accade per h = —1. Cid vuol dire che per
h = —1 la restrizione f|y induce un endomorfismo di V. Esso & semplice in quanto:
flv(1,0,0,-1) = f(1,0,0,-1) = (-1,0,0,1) = -1-(1,0,0,-1)
flv(0,1,1,0) = f(0,1,1,0) = (0,3,3,0) = 3-(0,1,1,0).

Cio, infatti, significa che [(1,0,0,—1),(0,1,1,0)] & una base di autovettori per f|y, che & dunque,
semplice.

. Dato che:
-1 0 O -1
0 h -1 0
M®=1 0 0n-1 o |
-1 0 0 h-1
allora:
0 h+1 h+1 1
0 h+1 1 0
M(f+g) =M +ME) =1 (¢ > 4 o
1 0 0 h
Dunque, |[M(f +¢)| = —(h*>+h—2) # Operh # 1,—2. Quindi, per h # 1,-2 f + g & un

isomorfismo, cioe & iniettiva e suriettiva e si ha Ker(f + ¢) = {(0,0,0,0)} e Im(f +g) = R*.
Sia h = 1. Si ha:

0 2 21 02 2 1
. 0210 riducendo, 02 1 0
M+ =1021 0 "loo 0o o
1 0 01 1 0 -1 0
Dunque, dimIm(f +¢) = p(M(f +g)) = 3eunasuabasee [(0,0,0,1),(2,2,2,0),(1,0,0,1)]. Inoltre,

dimKer(f+g) =1e:
Ker(f+¢) = {(x,y,z,t) e R* |2y +2z4+t=0,2y +z=0,x —z =0} = 2 ((2,-1,2, -2)).

Siah = —2. Si ha:

0 -1 -1 1 0 -1 -1 1
o 0 -1 1 0 riducendo 0 -1 1 0
Mf+8)=19 2 2 o "l o o o0 o
1 0 0 -2 1 -4 0 0



Dunque, dimIm(f +g) = p(M(f +g)) = 3 e una sua base ¢ [(0,0,0,1),(—1,1,—2,0),(1,0,0, —2)].
Inoltre, dimKer(f + g) =1e:

Ker(f4+¢) = {(x,y,z,t) ER*| —y—z+t=0, —y+z=0,x -4y =0} = £ ((4,1,1,2)).
II
E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, X, ¥/, Z, u.

1. Datilarettar: x +y =z = O eil piano 7r: x = 1, determinare la proiezione ortogonale s di 7 su 7 e la
retta t simmetrica di 7 rispetto a 7.

2. Nel piano z = 0 sono dati i punti A = (1,1,0), B = (1,—1,0), C = (0,—1,0), D = (0,0,0) ed
E = (—1,0,0). Determinare e studiare il fascio di coniche del piano z = 0 passante per i punti A, B,
C e D e determinare il centro di simmetria della conica passante per i punti A, B, C, D ed E.

3. Determinare il paraboloide contenente la conica

2 11—
T {x +xy—1=0
z=0

elerette pj: x =2z—1=0ep2: x+y =2z —1=0. Specificare la natura del paraboloide.
Soluzione

1. Si vede facilmente che r N7t = A, dove A = (1,—1,0). Prendiamo un punto di r, per esempio
O = (0,0,0). La retta g passante per O e ortogonale a 77 ha equazioni q: y = z = 0 e il punto H
intersezione dige re H = (1,0,0). Allora:

x=1

s= AH: {220.

Sia O’ = (a, b, ¢) il simmetrico di O rispetto ad H. Deve essere:

NI NS NS
I
o
—
SRS
i1l
e}

Dunque, O’ = (2,0,0) e:
f— A0 x—y—2=0
" lz=0.

2. Le coniche spezzate del fascio hanno equazioni x(x —1) =0, (x —y)(y+1) =0e (x +y)2x —y —
1) = 0. 1l fascio di coniche cercato ha equazione:

hx(x =)+ (x—y)(y+1)=0=hx®>+xy—v*+(1—-h)x —y =0.

Le matrici associate sono:

y 1 1-h
2 2 1
1 1 b3
B = - -1 == e A=
2 2 [
1-h 1 2
— = 0



Allora |B| = ’12;—2;1, per cui troviamo le coniche spezzate del fascio per h = 0 e h = 2, mentre per
h # 0,2 esse sono irriducibili. Inoltre, |[A| = —h — %. Dunque, per h < —% abbiamo delle ellissi reali,
nessuna delle quali & una circonferenza; per h = —% abbiamo una parabola; per h > —%, h #0,2,
abbiamo delle iperboli, tra le quali I’equilatera si ottiene per h = 1.
La conica passante per i 5 punti dati & la conica del fascio passante per E ed essa si ottiene per h = 3,
per cui essa ha equazione:

x? 4 2xy — 27 +x -2y =0,

e un’iperbole e ha matrice associata:

1
1 1 -
2
B = 1 -2 -1
1
- =1 0
2
Il centro di simmetria si ottiene risolvendo il sistema:
x=0

1
x+y+§:0
1
x—2y—1=0 y:—i-

Dunque, la conica ha centro di simmetria (0, —1).
. Le quadriche contenenti la conica data hanno equazione:

X+ xy—1+z(ax+by+cz+d) =0,
Intersecandola con la retta p; abbiamo:

x> +xy—1+4z(ax+by+cz+d) =0 by+c+d—-1=0
x=0 = qx=0
z=1 z=1.

p1 € contenuta nella quadrica se b = ¢ +d — 1 = 0. Analogamente, intersechiamo la quadrica con la
retta py:
x> +xy—1+z(ax+by+cz+d)=0 (a—b)x+c+d—1=0

y=—x = qy=—x
z=1 z=1.
p2 € contenuta nella quadricase a — b = c +d — 1 = 0. Dunque, otteniamo le condizioni:
b=0
ctd—1=0 a=0
b=0

a—b=0 J—1—c
c+d—1=0 o ’

per cui il paraboloide cercato e tra le quadriche di equazione:
P 4xy+cez+(1—-c)z—1=0.
Le matrici associate a queste quadriche sono:

1

1 5 0 0 )
1 1 -0
5 0 0 0 2
1-c 5 00
0 0 ¢ 5 2
1 0 0 ¢
0 0 SR |




Essendo |A| = —§, vediamo subito che il paraboloide cercato si ottiene per ¢ = 0, cioé ha equazione
x4+ xy+z—1 = 0. Esso ¢ effettivamente un paraboloide in quanto |B| = £ ed & ovviamente un
paraboloide iperbolico.



