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Algebra Lineare e Geometria: Prova in itinere di Geometria- 18 Giugno 2018

Durata della prova: due ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.

E vietato consultare libri o appunti. Compito A

E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, ¥, , Z, u.

1. Sono dati il punto P = (0,1,0) e le rette:

. x+y—z+1=0 . x+y=1
T 18x—y—z+1=0 Clz=2
(a) Determinare il piano « perpendicolare a s e passante per P.
(b) Determinare la retta t passante per P e ortogonalear e s.
(c) Determinare la distanza d(P, s).
2. Nel piano z = 0 sono dati i punti A = (1,0), B = (0,1) e C = (1,2) elarettap: x+y—3 = 0.

Determinare e studiare il fascio di coniche passanti per A e B e tangenti in C alla retta p. Detta I' la
conica del fascio tangente all’asse i/ in B, determinare gli assi di simmetria di I".

3. Determinare e studiare le quadriche contenenti la conica

CJxy—=1=0
n {2

eipuntiPy = (1,1,-1), P, = (—-1,-1,1) e Ps = (2, %, —2).
Soluzione

1. La retta s ha parametri direttori (1, —1,0), per cui il vettore di componenti (1, —1,0) & ortogonale al
piano «, che, dunque, ha equazione x —y +1 = 0.

Per determinare la retta t possiamo trovare il piano B passante per P e ortogonale a r, cosi che t =
a N B. Parametri direttori di r sono (1,1,2), percui f: x +y+2z—1=0e:

" x—y+1=0
S lx+y+2z-1=0.

Infine, per determinare la distanza d(P,s) occorre determinare il punto H = a Ns e d(P,s) = HP.
Determiniamo H:
x—y+1=0 x=0
H=anNs: {x+y—-1=0=y=1
z=2 z=2.

Dunque, H = (0,1,2) ed(P,s) = HP = 2.

2. Osservato che la retta AB ha equazione x +y —1 = 0, la retta AC ha equazione x = 1 e la retta BC ha
equazione x —y + 1 = 0, le coniche spezzate del fascio sono ABU p e AC U BC, cioé sono le coniche
di equazione (x +y—3)(x+y—1) =0e (x —1)(x —y + 1) = 0. Dunque, il fascio di coniche ha
equazione:

hx—1)(x—y+1)+(x+y—3)(x+y—1)=0= (h+1)x*+ (2—h)xy+y* —4x+ (h—4)y+3—h = 0.



Sappiamo che le uniche coniche spezzate del fascio sono le due utilizzate per scriverne 1'equazione.
Questo significa che |B| = 0 solo per h = 0, per cui per h # 0 abbiamo coniche irriducibili. Inoltre:

2—h
2 | —h*+8h
2—h 4
— 1
2
Dunque, per h < 0 e h > 8 abbiamo delle iperboli, tra le quali si ottiene 1’equilatera per h = —2; per

h = 8 abbiamo una parabola; per 0 < h < 8 abbiamo delle ellissi, tutte reali, tra le quali non vi sono
circonferenze.

h+1
Al =

Cerchiamo la retta tangente nel punto B = (0,1):

2—h
2—h h—4 B h h ho
(001 1)- — 1 5 : ? _0:»< 1 2>x+<2 1>y §+1_0'
h—4
-2 3—h

Questa retta coincide con 1’asse ij: x = 0 per 1 = 2. Quindj, la conica cercata & quella di equazione:
3¢+ —4x -2y +1=0,

che, per quanto visto in precedenza, € un’ellisse. Dato che in questa equazione a1, = 0, possiamo
dire che gli assi di simmetria sono le rette parallele agli assi cartesiani che passano per il centro di
simmetria. Dato che:

3 0o -2
B = 0 1 -1 |,
-2 -1 1
vediamo che il centro di simmetria & dato da:
3x—2=0
y—1=0,

cioe esso & il punto (3, 1) e gli assi di simmetria sonox =3 ey = 1.
. Le quadriche contenenti la conica hanno equazione:

xy —1+z(ax+by+cz+d)=0.
Quando imponiamo il passaggio per i punti P;, P, e P; otteniamo il sistema:

—a—b+c—d=0 b=0
—a—b+c+d=0 =(c=a
—4a—b+4c—-2d=0 d=0,

per cui le quadriche cercate hanno equazione:
xy +axz +az*> —1=0.

Le matrici associate sono:

1 a
0373 0 o L@
, 2 2
S 00 0
B=1| 2 eA:%OO
a
00 0 —1 2



Dunque, |B| = { e |A| = —§. Osservato che le quadriche contengono tutte I', che & un’iperbole,
nessuna di esse puo essere un’ellissoide. Dunque, concludiamo subito che per a > 0 abbiamo degli
iperboloidi iperbolici, mentre per 2 < 0 abbiamo degli iperboloidi ellittici. Inoltre, per a = 0 si vede
facilmente che |B| = |A| = 0 e p(B) = 3, per cui in tal caso abbiamo un cilindro.



