CdL in Ingegneria Industriale (A-E e F-O)

Prova scritta di Algebra lineare e Geometria- 23 Giugno 2016

Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.

E vietato consultare libri o appunti. Compito A

I

Siano v; = (2,0,2,0), v2 = (0,1,0,1) e v3 = (0,0,2,0) € R* esia V = Z(v1,v2,0v3). E assegnata
I'applicazione lineare f: V — V definita dalle seguenti relazioni:

f(v1) = (2 — 2h, —4h,2 — 2h, —4h)

f(v2) = (h,2h+1,h,2h+1)

f(vs) = (—2h, —2h,2,—2h)

al variare di h € R.
1. Studiare f, al variare di & € IR, determinando in ciascun caso Ker f e Im f.
2. Nel caso h = 1 calcolare f~1(1,1,1,1).
3. Determinare il valore di /& per cui f ammette gli autovalori 1 e 2.

4. Per il valore di i di cui al punto 3 verificare che f € semplice e determinare una base di autovettori di
V per f.

Soluzione

1. Si vede che &/ = [v1,v5,v3] @ unabase di Veche V = {(x,y,z,t) € R* | y —t = 0}. Quindi, preso
(x,y,z,y) € V, abbiamo:

(x,y,2z,y) = avy + bvy + cv3 = a(2,0,2,0) + b(0,1,0,1) +¢(0,0,2,0)

X
2a =x =3
b=y b=

< 2a—|—2c:z:> 4
b=t C_—x—l—z
=
Dunque, [(x,1,2,¥)]o = (5,y, =5=2). Cio implica che:
» 1—-h g —h
MZ(f) = —an 2n%1 —2n
0 0 h+1

Inoltre, M (f)| = (h+ 1)2, per cui per h # —1 f & un isomorfismo, cioe f & iniettiva, il che implica
Ker f = {(0,0,0,0)}, ed & suriettiva, il che implica che Im f = V.

Sia h = —1. In tal caso:

of 2 % 1 riducendo 2 2
MZf)=14 -1 2] — |0 0 o]
0 0



per cui dimIm f = p(M“(f)) = lelmf = Z((f(v1))) = Z((4,4,4,4)) = £(1,1,1,1). Inoltre,
dimKer f =3 —dimIm f =2 esi ha:

Kerf={veV|[v]y,=(abrc),2a—ib+c=0}=
={veV|vy=(a4a+2cc)} = L(v1+40,20, +v3) =
=2((2,4,2,4),(0,2,2,2)) = £((1,2,1,2),(0,1,1,1)).

. Sia h = 1. Allora, dal momento che [(1,1,1,1)], = (%,1,0), per calcolare f~1(1,1,1,1) occorre
risolvere il sistema la cui matrice completa e:

1 1 -4 3 -2 |1
0 5 11| 3 . 1
43 2 (1|7 0 5 113
0 0 2 |0 0 0 2 |0
Dunque:
—4a43b—2c =1 a=73
%b—c:% =(b=
Percio:

11,1,1L1) = o1 +0} = {(1,1,1,1)}.

. Sappiamo che:

1-h—-T g —h
P =1 _an  on+1-T 21
0 0 h+1-T
T =1 & autovalore se e solo se P(1) = 0, cioe se e solo se:
—h h —h
z —0
—4h 2h —2h | — ™
0 0 n

Osserviamo che cio avviene per ogni h. Dunque, T = 1 e autovalore per ogni valore di & € IR.

T = 2 & autovalore se e solo se P(2) = 0, cioe se e solo se:

—h—1 Z —h ,
4h oh—1 —op |=0e—-(h-1)"=0&h=1
0 0 h-1

Dunque, possiamo dire che 1 e 2 sono entrambi autovalori per f nel caso h = 1.

. Siah =1. Allora:

2
P(T)=| _4 357 _p |=@-T)(T*-3T+2).
0 0 2—-T
Dunque, gli autovalorisonoT =1eT =2conm; = 1emy = 2. Sappiamochel < dimV; <my =1,

per cuidimV; = m; = 1, mentre 1 < dimV, < my = 2. Cio implica che f & semplice se dim V, =
nmyp = 2.

Sia T = 2. Intal caso, Vo, = Ker f,, dove f, = f —2ie:
-2

J— 5

2 .
M'Q/(fZ) = Mﬂ(f) —2] = ( -4 1 -2 ) riducendo ( 0
0 0 0

S OPNI=

|
o O —
N~ —



Dunque, p(M“(f,)) = 1ledim V, =3 — 1 =2 = my, per cui f & semplice. Inoltre:
Vo={veV|[v]y=(abrc) —2a+3b—c=0}=
={veV| vy =_(a4a+2cc)} = ZL(v1+402,20; +v3) =
=2((2,4,2,4),(0,2,2,2)) = 2((1,2,1,2),(0,1,1,1)).
SiaT =1.Intalcaso, Vi = Ker f;,dove f; = f —ie:

1 4 _q

2 .
MY(f)=M7(f)—I= | -4 2 —2 |"qud [ o

0 1 0

S ON=
N

Dunque:

Vi={veV|[vy=1(abrc), —a+ib—c=0,2=0}=
={veV| vy =1(a240)}=2L(v1+20;) =
=2((2,2,2,2)) = 2£((1,1,1,1)).

Quindi, una base di autovettori per f ¢ [(1,2,1,2),(0,1,1,1),(1,1,1,1)].
II

E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, ¥, ¥/, Z, u.

e x=0 o s z=20
"ly+2z4+1=0 " lx—y=0,

determinare le equazioni della retta t che le interseca entrambe ed & perpendicolare al piano 7: x —
y=0.

1. Date le rette:

2. Sul piano z = 0, determinare e studiare il fascio di coniche che passano per A = (1,0), B = (3,2)
e C = (2,2) e sono tangenti in C alla retta x — y = 0. Determinare vertice e asse della parabola del
fascio.

3. Classificare la quadrica di equazione (2x +z)? — y?> — (z +2)? = 0.

4. Determinare 1’equazione del cilindro avente vertice V = (1, —1,1,0) e contenente la conica:

r. {4]/2—1:0
x—y=

Soluzione

1. Siano 1 il piano contenente r e perpendicolare al piano 7t e 713 il piano contenente s e perpendicolare
al piano 7. I piani contenenti r hanno equazione:

Ax+u(y+2z+41)=0= Ax +uy+2uz+1=0.
Il piano e perpendicolare a 711 se A — y = 0, cioé A = y. Dunque:
m:x+y+2z+1=0.
I piani contenenti s hanno equazione:
Az+pu(x—y) =0= pux —uy+ Az =0.
Il piano e perpendicolare a 71 se 2u = 0, cioé u = 0. Dunque:
Tz =0.

Dunque, la retta cercata e:
x+y+2z+1=0

t=7m N7y: {Z—O



2.

3.

Dal momento che AB: x —y —1 =0, AC:2x —y—2 = 0e BC: y — 2 = 0, il fascio di coniche ha
equazione:

(x=y)(x—y-1)+h2x—y-2)(y—2) =0= *+ (2h = 2)xy + (1 = h)y* — (1 +4h)x +y +4h = 0.

Dal momento che le uniche coniche spezzate sono le due utilizzate per costruire 1'equazione del
fascio, possiamo dire che |B| = 0 se e solo se 1 = 0. Inoltre:

1 h—1

|A|:‘ h—1 1-h

’: —h(h—1).

Dunque, per 0 < h < 1 abbiamo delle ellissi, nessuna delle quali & una circonferenza; per h = 1
abbiamo una parabola, mentre per & = 0 abbiamo una conica spezzata; per h < 0 e h > 1 abbiamo
delle iperboli e, in particolare, per i = 2 abbiamo un’iperbole equilatera.

Per h = 1 la parabola ha equazione y = —x2 4 5x — 4, per cui possiamo subito dire che V = (3, —3)
e che I'asse di simmetria ¢ la retta x = 3.

Le matrici associate sono:

z)l —01 3 8 402

B = e A= 0 -1 0 |.
2 0 0 -2 5 0 0
0 0 -2 —4

Dunque, |[B| = 0e |A| =4 # 0, il che implica che la quadrica & un cono.

. Il generico punto della conicaT' & P = («, a, B), dove 4ap — 1 = 0. Quindi, la retta PV ha equazioni:

“_x-i-y

o o x+y—2a=0 2
PVix—a=-y+ta=z ﬁ;&{x—z—wﬁ:o:s ﬁ—_x+y+22
_f.

Sostituendo in 4« — 1 = 0 otteniamo 'equazione della quadrica:

xty —x+y+2z

4
2 2

1=0= —x*4+2xz+y* +2yz—1=0.




