CdL in Ingegneria Informatica (A-D e O-Z) -
Ingegneria Elettronica (A-D e O-Z) e Ingegneria REA

Prova scritta di Algebra lineare e Geometria- 13 Luglio 2016

Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.

E vietato consultare libri o appunti. Compito A

I

E assegnato 'endomorfismo f: R® — RR® definito dalle assegnazioni:

£(1,0,1) = (h,h —3,h — 4)
£(1,1,0) = (h,h+2,h +3)
£(1,-1,0) = (h,h—4,h —5),

al variaredi h € R.

1.

4.

Determinare la matrice associata a f rispetto alla base canonica di R? e studiare f, al variaredik € R,
determinando Ker f e Im f e le loro equazioni cartesiane.

. Studiare la semplicita di f al variare di 1 € R, determinando una base di autovettori indipendente

dal parametro.

.DatiV={(x,y,z) eER® | x+y—z=0}eW=.2((1,2,1),(0,1,1)), calcolare:

fV) ={(xy,2) €R®| f(x,y,2) € V},
al variare di 1 € R e determinare il valore di / per il quale f~1(V) = W.

Dato U = {(x,y,z) € R®> | x = 0}, mostrare che la restrizione f|; induce un endomorfismo
g: U — U indipendente da h. Studiare la semplicita di g, determinandone, se possibile, una base
di autovettori.

Soluzione
. E facile vedere che:
B0 0
M(f)=| h—1 3 —2
h—1 4 -3
e che [M(f)| = —h. Dunque, per h # 0 f & un isomorfismo, cioe f @ iniettiva e suriettiva, per cui

Ker f = {(0,0,0)} eIm f = R>.

Sia h = 0. In tal caso:
00 0\ 0 0 0
M(f)=| -1 3 —2 | "= 1 3 2|,
-1 4 -3 0o 1 -1

per cui dimIm f = p(M(f)) = 2 e una sua base & [(0, —1, —1), (0, 3,4)]. Inoltre, da:

0 -1 -1
0 3 4 |=0&-x=0,
Xy oz

ricaviamo che Im f = {(x,y,z) € R® | x = 0}. Si vede anche che dimKer f = 3 —dimIm f = 1 e che:
Kerf={(x,y,2) ER®| —x+3y—2=0,y—z=0} =.2((1,1,1)).



2. E facile vedere che:

h—T 0 0
h—1 3-T -2
h—1 4 -3-T

P(T) = = (h—T)(T* 1),

per cui gli autovalori sono #,1, —1 e possiamo dire che f & certamente semplice per i # 1, —1, in
quanto in tal caso tutti gli autovalori sono di molteplicita algebrica 1. Cerchiamo in tal caso una base
di autovettori. Dunque, sia h # 1, —1.

Sia T = h. Sappiamo che V}, = Ker f;, dove f, = f —hie:
0 0 0 _ 0 0 0
M(f) =M(f)—hI=| h—1 3—h —2 |7l 1 3 -2 |.
h—1 4 —3—h 0 h+1 —-h-1
Dal momento che si ha i # 1, —1, abbiamo:
Vi={(x,y,2) eR| (h—1)x+B—-h)y—2z=0, (h+1y+ (-h—1)z=0} = £((1,1,1)).

Sia T = 1. Sappiamo che V; = Ker f1, dove f1 = f —ie:

h—1 0 O ' h—1 0 O

M(F)=M(f)—I=| h—1 2 —2 | "o o 2 o |.

h—1 4 —4 0 0 O

Dal momento che in particolare si ha /1 # 1, abbiamo:

Vi={(x,y,z) eR*| (h—1)x=0,2y —2z=0} =.2((0,1,1)).
Sia T = —1. Sappiamo che V_; =Ker f_;,dove f_1 = f +ie:
h+1 0 O _ h+1 0 O
M(f)=M(f)+I= h—-1 4 —2 | "= o 4 2 |,
h—1 4 -2 0 0 O
Dal momento che in particolare si ha i # —1, abbiamo:
Voi={(x,y,2) eR®| (h+1)x =0, 4y — 2z =0} = Z2((0,1,2)).

Quindji, per & # 1, —1 una base di autovettori e [(1,1,1),(0,1,1),(0,1,2)]. Dal momento che questa
base di autovettori non dipende dal parametro h, questa sara una base di autovettori anche per h =1
e h = —1, per cui possiamo concludere che f e semplice per ogni / e che la base di autovettori che
cercavamo e [(1,1,1),(0,1,1),(0,1,2)].

h 0 0 X hx
h—1 3 -2 |-y |=| h=—1)x+3y—2z |,
h—1 4 -3 z (h—1)x+4y — 3z

f(x,y,z) = (hx,(h—1)x +3y — 2z, (h — 1)x + 4y — 3z),

3. Da:

vediamo che:

per cui:

V) ={(x,y,2) e R} | hx + (h—1)x+3y —2z — (h—1)x —4y + 3z =0} =
={(x,y,2) €ER® | hx —y+2z =0}

Inoltre, dal momento che la matrice:

— N

— =
~__



ha rango 2, concludiamo che dim W = 2 e osserviamo che anche dim f~!(V) = 2 per ogni h € R.
WCf(V)se(1,2,1),(0,1,1) € f1(V), cioe se:

h—2+1=0
0-1+1=0.

Dunque, W C (V) se e solo se h = 1, ma, dal momento che dimW = dim f~}(V) = 2,
concludiamo che W = f~1(V) solo per h = 1.

4. Dal momento che U = .#((0,1,0),(0,0,1)), abbiamo:
f(U) =2(f(0,1,0), £(0,0,1)) = £((0,3,4), (0, =2, -3)).

Chiaramente, si ha che (0,3,4), (0, —2, —3) € U, per cui abbiamo che f(U) C U per ogni & e, quindi,
che f|y induce un endomorfismo g: U — U per ogni h. Inoltre, essendo:

¢(0,1,0) = £(0,1,0) = (0,3,4)
¢(0,0,1) = £(0,0,1) = (0, -2, —3),

notiamo che g ¢ indipendente dal parametro h. Detta <7 = [(0,1,0), (0,0,1)] la base di U considerata,
& molto semplice vedere che [(0,3,4)], = (3,4) eche [(0, =2, —3)]» = (=2, —3). Dunque:

Mo = (3 3)

3-T -2

— T2 _
4 -7 |=T L

P(T) = ‘

Quindi, gli autovalorisono T =1, —1. Sia T = 1. In tal caso, V; = Ker g;, dove g1 = g —ie:
2 =2
o _
M (gl)_<4 _4)/

= {U el | [v]d = (a/b)/ 20 —2b= 0} = X((lll)d> = 3((0,1,1)).

per cui:

SiaT = —1.Intalcaso, V.1 =Kerg_;,doveg 1 =g+ie:
of (4 =2
Mg =3 33,

Voi= {U el | [U],Qf = (a,b), 4a —2b = 0} = g((llz)s?/) = ,,5,”((0,1,2))

Quindi, la base di autovettori per ¢ € [(0,1,1),(0,1,2)]. Questa poteva essere ottenuta anche sem-
plicemente osservando che g € indotto da f, che autovettori di g sono anche autovettori per f e che
ivettori (0,1,1) e (0,1,2) ottenuti nel punto 3 sono anche vettori di U. Dunque, necessariamente,
essendo dim U = 2, doveva essere [(0,1,1), (0,1,2)] una base di autovettori di g.

per cui:

II
E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, ¥, ¥/, Z, u.

1. Sono datiipiani m: 2x +y—z =0en': x —y+2z+2 = 0eil punto P = (0,1,0). Determinare il
punto P’ simmetrico di P rispetto a 7t. Determinare la retta s passante per P e parallela 77 e 77

2. Determinare e studiare il fascio di coniche del piano z = 0 tangenti alla retta x + y — 1 = 0 nel punto
A = (—1,2) e tangenti alla retta x — 2y = O nel punto B = (4,2). Determinare gli asintoti dell’iperbole
passante per il punto improprio P, = (3,1,0).



3. Studiare, al variare di & € IR, le quadriche di equazione:

X2+ y?* +2hyz + 22 +2x —2hz +1 =0,
Soluzione

1. La retta r passante per P e perpendicolare a 77 ha equazioni:

e x+2z=0
"ly+z—1=0.
Il punto H = wNré:
vt
x+2z=0 53 151
H=nNr: qy+z—-1=0 = Jy=— :>H:(_3'6'6>'
2x+y—z=0 f
Z:g

Il simmetrico di P rispetto a 7 ¢ il punto P’ = (4, b, c) tale che H ¢ il punto medio di P e di P

a 1 2
2 3 =73
b+1_5 ), _2
2 6 3
c_1 —
\2 6 \ 3

Quindi, P’ = (-3%,3,1).
La retta s e l'intersezione del piano « parallelo a 77 e passante per P con il piano B parallelo a 77’ e
passante per P. I piani paralleli a 7t hanno equazione 2x +y — z + k = 0 e, imponendo il passaggio
per P, otteniamo k = —1, per cui a: 2x +y —z —1 = 0; i piani paralleli a 77/ hanno equazione
x —y+z+k = 0e, imponendo il passaggio per P, otteniamo k = 1, percui f: x —y+z+1 = 0.
Quindi, abbiamo:

s {Zx—i—y—z—l =0

" lx-y+z+1=0.

2. Le due coniche spezzate del fascio sono (x +y — 1)(x —2y) = 0 e (y — 2)?> = 0, per cui il fascio di
coniche ha equazione:

(x+y—1(x—2y) +hy—2)2=0= x> —xy+ (h—2)y* —x + (2 — 4h)y +4h = 0.

Dato che le due uniche coniche spezzate del fascio sono quelle usate per scriverne 1’equazione,
possiamo dire che |B| = 0 solo per i = 0. Inoltre, da:

1
1 =

’A|:‘ h—2

9
=

NI—

concludiamo che per i > 7 abbiamo delle ellissi reali, nessuna delle quali & una circonferenza, per
h = % abbiamo una parabola, mentre per h < %, con h # 0, abbiamo delle iperboli, tra le quali
troviamo quella equilatera per & = 1.

Cerchiamo la conica del fascio passante per Pe:

X —xy+ (h—2)y* —xt+ (2 —dh)yt +4ht* =0 = h = —4.



2

Quindi, la conica ¢ effettivamente un’iperbole, in quanto —4 < . La conica ha equazione x?> — xy —
6y* — x + 18y — 16 = 0 e la sua matrice associata &
1 1
1 2 T2
B=| --3% -6 9
1
—5 9 -—16
Cerchiamo il suo centro di simmetria:
_ 6
{x —3y—3=0 TS
Dunque, il centro di simmetria & C = (g, %) Cerchiamo ora i punti impropri dell’iperbole:
2 G2 1612 —
{;c_ Oxy 6y* — xt+ 18yt —16t° =0 _ Po= (31,00 e P.,=(-21,0).
Gli asintoti sono le rette CP e CPL;:
v
CPy: =y——=>x-3y+3=0
3 y—g=x-3y +
¢ 6
X755 Z A —
CP,: — =Yz =x+2y—4=0
. Le matrici associate sono:
S
0O h 1 —h 0 n 1
1 0 —h 1
Dato che |B| = —h? e |A| = 1 — h?, concludiamo subito che per h = 0 abbiamo un cono, mentre per

h =1, —1 abbiamo due paraboloidi ellittici. Sia & # 0,1, —1. Da:

1-T 0 0
PaA(T)=| 0 1-T h |=Q0-T)(T*-2T+1-Hh?),
0 h 1-T

vediamo che gli autovalori sono concordi per —1 < h < 1, h # 0. Quindi, per -1 < h <1, h # 0
abbiamo degli ellissoidi reali e per 1 < —1 e h > 1 abbiamo degli iperboloidi ellittici.



