CdL in Ingegneria Informatica (P-Z) - Ingegneria Elettronica (P-Z)

Prova in itinere di Algebra lineare, corso di Algebra lineare e Geometria - 8 Maggio 2015

Durata della prova: due ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.

E vietato consultare libri o appunti. Compito A

SVOLGERE SOLTANTO L'ESERCIZIO A OPPURE SOLTANTO L'ESERCIZIO B.
A

E assegnato 'endomorfismo f: R3 — R? definito da:
h 1 2
M(f)=(1h =2 ],
11 1

1) Studiare f al variare di i € R, determinando Ker f e Im f.

al variaredi h € R.

2) Dato V = {(x,y,z) € R® | x+y —z = 0}, calcolare f(V) al variare di & € R, specificandone in
ciascun caso la dimensione.

3) Nel caso h = 0 studiare la semplicita di f e determinare gli autospazi.
4) Risolvere, al variare di i € IR, il seguente sistema:

x+y—z=1
2x+2y—z= -1
hx+h—-1)y+z=—
—hx+y+z=h-5.

Soluzione

1) Dal momento che |M(f)| = h? — 1, concludiamo che per & # 1,—1 f & un isomorfismo, cioe f &
iniettiva, per cui Ker f = {(0,0,0)}, e f & suriettiva, per cui Im f = R3.

112y (1
Mfy=11 =2 | "5 o0
11 1 0

Dunque, dimIm f = p(M(f)) = 2 e una base di Im f & (1,1,
3—dimImf=1e:

Ker f = {(x,y,2) €R® | x +y+2z=0, =3z =0} = Z((1,—1,0)).

Siah = 1. In tal caso:

—4
0

),(2,—-2,1)]. Inoltre, dimKer f =

—_ oo R
—_
~

Sia h = —1. In tal caso:

-1 1 2\ 11 2
M(f)=[ 1 -1 —2 " o 0 0
11 1 0 2 3

Dunque, dimIm f = p(M(f)) = 2 eunabasedi Im f & [(—1,1,1),(1,—1,1)]. Inoltre, dimKer f =
3—dimImf=1e:

Ker f = {(x,y,2) € R® | —x +y+22=0,2y+3z =0} = .2((1,-3,2)).



2) Dal momento che V = .#((1,0,1),(0,1,1)), abbiamo f(V) = #(f(1,0,1), f(0,1,1)). Da:

3H-(3)M 3 0)-02

troviamo f(1,0,1) = (h+2,—-1,2) e f(0,1,1) = (3,h —2,2),percui f(V) = £L((h+2,-1,2),(3,h —
2,2)). Inoltre, da:
3 h—2 2 1-h h—1 0 /-

Dunque, per I # 1 si ha che dim f(V) = 2 e una sua base & [(h + 2, —1,2), (3, h — 2,2)], mentre per
h=1sihadimf(V)=1e f(V) = 2((3,—-1,2)).

3) Sia h = 0. Allora:

<h+2 -1 2)ridﬂdo<h+2 -1 2

PT)=| 1 -T =2

1 1 1-T

-T 1 2
=(1-T)(T*-1)=—-(1-T)*(1+T).

Quindji, gli autovalorisonole —1,conm; =2em_; = 1. Sappiamochel1 < dimV_; <m_; =1, per
cuidimV_; =m_; =1, mentre 1 < dim V; < my = 2. Dunque, f sara semplice se dim V; = m; = 2.

Sia T = 1. Allora, V; = Ker(f1), dove f1 = f —ie:

11 2\ 11 2
M(f)=M(f)—I=[ 1 -1 —2 |"™%° [ o0 0 0 |.
1 1 0 1 10

Dunque, dimV; = 3 — p(M(f1)) = 3—2 =1 < m; = 2. Questo vuol dire che f non & semplice.
Inoltre:
Vi={(0y2) eR| —x+y+22=0x+y=0}=.2((1,-1,1)).

Sia T = —1. Allora, V_; = Ker(f_1),dove f_1 = f +ie:
112\ /11 2
M(fo)=Mf)+I=(1 1 —2 |"¥==°[ 00 —4 |.
1 1 2 0 0 O

Dunque:
Va={(xy2) eR®|x+y+22=0,4z =0} = Z((1,-1,0)).

4) Riduciamo la matrice completa associata al sistema:

1 1 -1 ] 1 11 -1 | 1
2 2 —1 | -1 ridﬂdo 11 0 | -2
h h—1 1 | -1 10 0 | 2h
~-h 1 1 | h—5 00 0 | 2n*+3h

Dunque, per i # 0, —% il sistema e impossibile.

Sia h = 0. allora la matrice ridotta diventa:

11 -1 1
11 0 | -2
10 0 | 0
00 0 | O

e il sistema associato é:



Dunque per & = 0 'unica soluzione & (0, —2, —3).

Siah = —%. allora la matrice ridotta diventa:
11 -1 1
11 0 | -2
10 0 | -3
00 0 | O

e il sistema associato é:
x+y—z=1 x=-3
x+y=-2 =qy=1
x=-3 z=—3.

Dunque per i = 0 I'unica soluzione & (—3,1, —3).

B

Sono dati i vettori v; = (1,1,1,1), v, = (1,1,1,0), v3 = (1,1,0,0) e la base & = [vy,vp, 03] di V =
Z(v1,v,03) e, inoltre, sono dati w; = (1,-1,1,-1), w, = (0,1,—1,1) e w3 = (0,1,—1,0) e la base
B = [w1, wy, w3] di W = £ (w1, wy, w3). E assegnata l'applicazione lineare f: V — W definita da:

f(v1) = w1 + 2w, + ws
f(vz) = wy + hws
f(vg) = Wy + w3,

al variaredi h € R.

1y
2)
3)

1)

Studiare f al variaredi i € R.
Dato w = w; + wy + w3, calcolare f~}(w) = {v € V | f(v) = w}, al variare di h € R.

Dato, al variare di & € R, l'endomorfismo g: V — V tale che:

studiare la semplicita di g al variare di # € IR. Determinare, se possibile, una base di autovettori nel

caso h = 2.

Essendo |[M“*#?(f)| = 1 —h, per h # 1 abbiamo che f & un isomorfismo, cioe f & iniettiva, per cui
Ker f ={(0,0,0,0)}, e f &suriettiva, per cuiIm f = W.

Sia h = 1. In tal caso:
100\ 100
M72(f)=|211 |™2*l 01 1],
1 11 0 0 0

Dunque, dimIm f = p(M“"?(f)) = 2 e una base di Im f &:

Soluzione

E chiaro che:

—_ N =
= = O
—_ _ o

M (f) = (

[wy + 2w, + w3, wy +ws] = [(1,2,-2,1),(0,2,-2,1)].
Inoltre, dimKer f =3 —dimIm f =1e:

Kerf={veV|[vyg=(abc),a=00bb+c=0}=2(0,1-1)y) =
= .Z(vz —03) = .Z((0,0,l,o)).



2)

3)

Per calcolare la controimmagine occorre risolvere il sistema la cui matrice completa associata e:

roo 1y, /1 0] 1
211 |1 |"(o0 1] -1 |.
1 h 1|1 0 h—1 0 | 1

Sia h # 1. In tal caso, il sistema ammette una sola soluzione:

a=1 a=1
bdc=-1 ={b= ;4
(h=1p=1 le=—.

fH(w) = {v1+ hilvz— hﬁlw} = {(0,0,&,1)}.

Sia i = 1. In tal caso il sistema & impossibile, per cui f 1 (w) = @.

=)

=

Dunque:

Dato che:
1 0 0
M7(g)=| o n o |,
-1 1 -1
allora:
1-T 0 0
P(T) = 0 h—T 0 =1-T)(h—=T)(-1-T).
-1 1 -1-T

Dunque, per h # 1, —1 gli autovalori sono 1, i, —1, ognuno di molteplicita algebrica 1, per cui g &
semplice.

Sia h = 1. In tal caso, gli autovalori sono 1 e —1, con m; = 2 e m_; = 1. Sappiamo che 1 <
dimV_; <m_3 =1, percuidimV_; =m_1 =1,el < dimV; < m; = 2. Quindi, g & semplice se
dim Vi = m; = 2. Inoltre, V; = Ker g;, dove g1 =g —ie:

0 0 0
0 0 0 .
-1 1 -2

Dunque, p = 1edim V; =3 —1 = 2 = my. Questo vuol dire che per h = 1 g & semplice.

M”(gl)M”(g)l(

Sia h = —1. In tal caso, gli autovalori sono 1 e —1, con m; = 1 e m_; = 2. Sappiamo che 1 <
dimV; <m; =1, percuidimV; = m; =1, el < dimV_; < m_; = 2. Quindi, g & semplice se
dimV_; =m_; = 2. Inoltre, V_1 =Kerg_;,doveg_ 1 =g+ie:

Dunque, p =2edimV_1 =3 -2 =1 <2 = m_y. Questo vuol dire che per 1 = —1 g non & semplice.

2 0
0 O
1

o O O

M7 (g_1) = M7 (g)+1= ( 1

Sia h = 2. In questo caso gli autovalori sono 1, —1 e 2, tutti con molteplicita algebrica 1. Cerchiamo
una base di autovettori.

SiaT =1. Allora V; = kergj, dove gy =g —ie:
0
0

M”(gl)M”(g)l(
1

_ = O
|

L, oo
v



Dunque:

Vi={oeV|[oly = (a,bec),b=0, —a+b—2c—0} = £((=2,0,1),,) =
= g(—27)1 +U3) = g((—l, —1,2,2)).

SiaT = —1. AlloraV_; =kerg_;,doveg 1 =g+ie:

2 00\ (200
M7(g )=M7(g)+I=| 0 3 0 |"F =103 0|.
-110 000

Dunque:
Voi={veV]|[va=I(brc),2a=03 =0} =2(0,0,1)y) = Z(v3) = 2((1,1,0,0)).

Sia T = 2. Allora V, = ker gp, dove g0 = g — 2i e:

10 0\ [/ -10 0
M7 (g)=M7(g)—2I=| 0 0 0 |"™™ = 0o 0 0 |.
1 -3 0 1 -3
Dunque:

Vo={veV|[vy=I(abc),—a=00b—-3c=0}=2(0,31)y) =
= % (Bvy+v3) = %((4,4,3,0)).

Quindji, una base di autovettori per g & [(—1,—-1,2,2),(1,1,0,0), (4,4,3,0)].



