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Prova scritta di Algebra lineare e Geometria- 29 Settembre 2015

Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.
E vietato consultare libri o appunti.

E assegnato 'endomorfismo f: R® — R3 tale che:

£(1,1,1) = (h,2 — h,2 — 2h)
£(0,1,1) = (0,1—h,1—h)
£(0,0,1) = (1,1,0),

al variaredi h € R.

1.

L

Studiare f, al variare di & € R, determinando Ker f e Im f.
Studiare la semplicita di f al variare di # € R.
Calcolare, al variaredi h € R, f~1(0,1, —h —1).

Dato V = {(x,y,z) € R® | x —y +2z = 0}, mostrare che la restrizione f|, induce un endomorfi-
smo g: V — V per ogni h € R. Studiare la semplicita di g, determinando una base di autovettori
indipendente dal parametro.

Soluzione

h -1 1
M<f>< L 1).
1-h 1-h O

Dal momento che [M(f)| = 0 per ogni h € R, per studiare f riduciamo la matrice:

ho-1 1\ hoo-1 1
Mf)=( 1 —n 1 |™<°l 1 1-n 0 |.
1-h 1—h 0 0 0 0

Quindji, per /1 # 1 abbiamo p(M(f)) = 2 e per h = 1 abbiamo p(M(f)) = 1.

Sia h # 1. Dunque, dimIm f = p(M(f)) = 2 e una sua base & [(1,1,1 —h),(1,1,0)]. Inoltre,
dimKer f = dimR3 — dimIm f = 1 e:

. Si ottiene facilmente che:

Kerf={(x,y,2) e R} | hx —y+2z=0,(1—-h)x+(1—-h)y =0} = 2((1, -1, —h —1)).

Sia i = 1. Dunque, dimIm f = p(M(f)) = leIm f = #((1,1,0)). Inoltre, dimKer f = dimR® —
dimIm f =2e:
Ker f = {(x,y,z) € R® | x —y +z = 0}.



2. Sivede che:

h—T -1 1
1 —h—T 1

1—h 1-h =T

Dunque, gli autovalori sono 0, h —1 e 1 — h. Essi sono tutti distinti per h # 1, percuiperh # 1 f &
certamente semplice. Per & = 1 'unico autovalore € 0 con my = 3. Essendo V = Ker f, per lo studio
fatto prima sappiamo che dim V) = dimKer f = 2 < 3 = my. Questo vuol dire che per h = 0 f non &
semplice.

P(T) = = - T(h—-1-T)(1—h—T).

3. Per calcolare f ~1(0,1, —h — 1) occorre risolvere il sistema:

h -1 1] 0 ‘ h -1 1] 0
1 -h 1] 1 ducepdo | 9 p 1-h 0 | 1 .
1-h 1—-h 0 | —h—1 0 0 0| —h-2

Per h # 1, la matrice ottenuta & ridotta. In particolare, per 1 # 1, —2 abbiamo p(A) =2 # p(A|B) =
3. Questo vuol dire che per h # 1,2 f~1(0,1,-h — 1) = @.

Sia h = 1. In tal caso, abbiamo:

1 11 0\ 1 -111]0
1 -1 1] 1 |™=f o 0 0] 1].
00 0| —2 00 0] 0

Dunque, anche per /i = 1 il sistema & impossibile e f1(0,1, —h — 1) = f71(0,1, -2) = @.

Sia h = —2. In tal caso:
10,1, -h—1) = f10,1,1) = {(x,y,2) €ER® | 2x —y+2z=0,3x+3y =1} =

— {(x,—x + %,x+ %) € R}

4. Dal momentoche V = #((1,1,0),(0,1,1)),siha f(V) = Z(f(1,1,0), f(0,1,1)). Essendo, f(1,1,0) =
(h—1,1—h,2—2h) € Ve f(0,1,1) = (0,1 —h,1—h) € V per ogni h € R, in quanto verificano la
sua equazione cartesiana, concludiamo subito che f(V) C V, per cui f induce un endomorfismo
g V=V

Sia B =[(1,1,0),(0,1,1)] la base di V considerata. Dal momento che:

[£(1,1,0)]5 =[(h — 1,1 — h,2 — 2h)] s = (h— 1,2 — 2h)
[f(0,1,1)]p =[(0,1=h,1—h)]» = (0,1—h),

g h—1 0

B(o) —

(8) = < 2-2h 1—h )

Essendo P(T) = (h—1—T)(1 —h —T), vediamo che gli autovalori sono h —1 e 1 — h. Essi sono
distinti per i # 1. Cerchiamo una base di autovettori in questo caso.

f
f

abbiamo che:

<

SiaT =h—1. AlloraV},_1 =Kerg;_1,dove g, 1 =g¢— (h—1)ie:

B BN (1 _ 0 0
M2 (i) = M%)~ -1 = (0 % )
per cui:
Viii={veV|[vlg=(ab), (2—2h)a+ (2—-2h)b=0} =£((1,1,0)—(0,1,1)) = Z((1,0,-1)).
SiaT =1—h. Essendo f(0,1,1) = (0,1 —h,1—h) = (1—h)-(0,1,1), (0,1,1) € V;_j, e, dovendo
essere dim V;_j = 1, abbiamo che V;_; = Z((0,1,1)). Dunque, possiamo concludere che una base

)-
di autovettori indipendente dal parametro ¢ [(1,0, —1), (0,1,1)] ed essa sara una base di autovettori
anche per h = 1, per cui g € sempre semplice.



II

E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, ¥, ¥/, Z, u.

1. Date le rette:
. x+y—2z=1 o s x+z=0
C|2x—y+z=-1 ly—z=1,

determinare la retta t passante per il punto P = (1, —2,1) e ortogonale a entrambe le rette.

2. Determinare e studiare il fascio di coniche del piano z = 0 tangenti alla retta ¢;: x —y = 0 nel punto
A =(-3,-3)eallarettat;: x+y = Onel punto B = (—1,1).

3. Determinare I’equazione del cono di vertice V = (0,1, —1) contenente la seguente conica:

22 o
I {x ¥y —2x=0
z=0.

Soluzione

1. Parametri direttori delle due rette sono (1,5,3) e (1, —1, —1). La retta t ha parametri direttori (I, m, n)

dove:
[+5m+3n=0 m= —2I
[—m—n=0 n = 3l.

Dunque, parametri direttori di t sono (1, —2,3) e la retta cercata ha equazioni:

t:x—1=

o 3x —z—2=0.

y+2 z-1 J2x+y=0
5 3 =t

2. Essendo AB: 2x —y + 3 = 0, il fascio di coniche cercato ha equazione:
hx—y)(x+y)+(2x—y+32=0= (h+4)x* —4xy+ (1 —h)y* +12x —6y +9 = 0.

Le uniche coniche spezzate del fascio sono le due utilizzate per scrivere la sua equazione, per cui si
puo certamente dire che |B| = 0 se e solo se 1 = 0. Possiamo, dunque, direttamente passare alla
classificazione delle coniche del fascio:

h+4 =2

|A|:‘ -2 1-h

‘ = —h? —3h.

Quindi, per —3 < h < 0 abbiamo delle ellissi, tutte reali, perché i punti base del fascio sono reali, ma
nessuna di queste € una circonferenza. Per h = —3 abbiamo una parabola, mentre per & = 0 abbiamo
una conica spezzata. Per h < —3 e h > 0 abbiamo delle iperboli, nessuna delle quali ¢ equilatera,
perché Tr(A) =5 per ogni h € R.

3. Il generico punto P € T ha coordinate P = (&, 8,0), dove a> — 8% — 2a = 0. La retta PV ha equazione:
y J—

E—71—24—1
A ’
da cui otteniamo: N
“= z+1
_ytz
p= z4+1

Sostituendo in a? — % — 2a = 0 otteniamo:

x? (y +z)? x

_ — 2 2 _
Gt 2za1 07X —WrT-x(z41)=0

Quindi, 'equazione del cono & x? — y* — z2 — 2xz — 2yz — 2x = 0.



