CdL in Ingegneria Informatica - Ingegneria Elettronica (P-Z) -Ingegneria REA

Prova scritta di Algebra lineare e Geometria- 22 Giugno 2015

Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.
E vietato consultare libri o appunti.

I
SiaV = {(x,y,z,t) ER* | x —z+t =0} esia f: V — V I'endomorfismo di V definito dalle condizioni:

f(1,1,2,1)=(k—1,k—1,2k—2,k—1)
f(1,-1,2,1)=(1—-kk—-1,2—2k,1—k)
f(0,0,1,1) = (-1,-1,0,1)
al variare di k € R.
1. Studiare 'endomorfismo f al variare di k, determinando in ogni caso Ker f e Im f.
2. Studiare la semplicita di f, al variare di k € IR, determinando, se possibile, una base di autovettori.
3. Calcolare, al variaredik € R, f~1(k—1,k—1,2k — 2,k —1).

4. Per k # 1 determinare 'endomorfismo ¢: R* — R* tale che la restrizione ¢|y induce f e ker ¢ =
£((1,0,0,0)).

Soluzione

—_

. Detta & = [(1,2,1,1),(1,—1,2,1),(0,0,1,1)] la base di V assegnata, & semplice vedere che, preso

(x,y,z,t) € V,siha:
I ]

k=1 0 -1
M”(f)( 0 1-k 0 )
0 0 2

Dunque, si ottiene:

per cui per k # 1 p(M“(f)) = 3, cioé f & un isomorfismo. Percio, & iniettiva e suriettivae Im f = V e

Ker f ={(0,0,0)}.
-1
0o |,
/)

Sia k = 1. In tal caso si ha:
‘M”U)=(
Imf =%(-1(1,1,2,1) +2(0,0,1,1)) = Z((-1,-1,0,1)).

0
0
0

o O O

per cui p(M“ (f)) = 1. Dunque, dimIm f = 1 e:

Inoltre, dimKer f =2eKer f = #((1,1,2,1),(1,-1,2,1)).



2. Dal momento che:

k—1—T 0 ~1
P(T) = 0 1-k-T 0 |=k-1-T)1—-k-T)2-T),
0 0 2-T

vediamo che per gli autovalorisonok — 1,1 — ke 2, per cui per k # 1, —1,3 f e certamente semplice.
Cerchiamo una base di autovettori in questo caso.

Stiamo supponendo, dunque, k # 1, —1,3. Sia T = 2. Siha V, = Ker f,, dove f, = f — 2i e:
k-3 0 -1
M7 (fp) = M7 (f) —2I = 0 —-1-k 0 |.
0 0 0

Dunque:

Vo={veV|[v]s=(abrc), (k—=3)a—c=0,(-1-kb=0}=
= .2((1,1,2,1) + (k—3)(0,0,1,1)) = .2((1,1,k — 1,k — 2)).

SiaT=k—1.SihaV,_ 1 =Kerf;1,dove f_1=f—(k—1)ie:
0 0 —1
M7 (fi 1) = M7 ()= (k-DI= [ 0 2-k 0 |.
0 0 2

Dunque:
Vici={veV|[voa =(a,b,c),b=0c=0}=2((1,1,21)).

SiaT=1—k.SihaVy_y=Kerf; g, dove f1_y=f—(1—k)ie:

2k—2 0 -1
mewm<1m(o 0 )
0

Dunque:
Vix={veV|[vs=1(abrc), (2k—2)a—c=0,2c=0} =.£((1,-1,2,1)).

Dunque, per k # 1, —1, 3 una base di autovettorie [(1,1,k— 1,k —2),(1,-1,2,1),(1,1,2,1)].

Sia k = 1. In tal caso, gli autovalori sono 0 e 2, con my = 2 e my = 1. Sappiamo che Vy = Ker f =
2((1,1,2,1),(1,—-1,2,1)), per cui certamente f & semplice per k = 1.

SiaT =2.SihaV, =Ker f,,dove f, = f —2ie:
-2 0 -1
M7 (f)=M7(f)=20= 0 -2 0 |.
0 0 O

Dunque:

Vo={veV|[v]s=(ab,c), —2a—c=0,-2b=0}=
— 2((1,1,2,1) —2(0,0,1,1)) = .Z((1,1,0, -1)).

Quindi, per k = 1 una base di autovettori e [(1,1,0,—-1),(1,-1,2,1),(1,1,2,1)].

Sia k = —1. In tal caso gli autovalori sono —2e2,conmy; =2em_p = 1.



SiaT =2.SihaV, =Ker f,,dove f, = f —2ie:
-4 0 -1
M7 (f) =M“(f)=2I=| 0 0 0 |.
0 0 O

Dunque, dim V, = mp = 2 e f € semplice per k = —1. Inoltre:

Vo={veV|[v]g=(abrc), —4a—c=0}=
= 2((1,1,2,1) —4(0,0,1,1), (1, -1,2,1)) =.2((1,1, -2, -3), (1, —1,2,1)).

SiaT = —2.SihaV_y, =Kerf_» dove f_, = f+2ie:

coo
oo
s~ o |
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M (f_2) = M (f) +21 = (

Dunque:
Vo={veV|[vly=I(abrc),b=0c=0}=2((1,121)

Quindji, per k = —1 una base di autovettori e [(1,1,2,1),(1,1,-2,-3),(1,-1,2,1)].
Sia k = 3. In tal caso gli autovalori sono —2e 2, conmy; =2em_p = 1.
SiaT =2.SihaV, =Ker f,,dove f, = f —2ie:

0 0 -1
Mﬂf(fz)Mﬂ’(f)zl(o -4 0 )

Dunque, dimV, = 1 < mp = 2 e f non e semplice per k = 3, per cui in questo caso non esiste una
base di autovettori.

3. Sappiamo che f(1,1,2,1) = (k—1,k—1,2k — 2,k — 1) e che per k # 1 f & un isomorfismo. Quindi,
possiamo dire che per k # 1 si ha:

i k—=1,k—1,2k—2,k—1) = {(1,1,2,1)}.
Per k = 1siha:

fik—1,k—1,2k—2,k—1) = £71(0,0,0,0) = Ker f = £((1,1,2,1),(1,-1,2,1)).

4. Dal momento che (1,0,0,0) ¢ V i vettori (1,1,2,1),(1,—-1,2,1), (0,0,1,1) e (1,0,0,0) individuano
una base di R*, per cui ¢ & perfettamente determinata dalle condizioni:

9(1,1,2,1) = (k—1,k— 1,2k — 2,k — 1)
9(1,-1,2,1) = (1 —kk—1,2—2k1—k)
¢(0,0,1,1) = (-1,—1,0,1)
¢(1,0,0,0) = (0,0,0,0).
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E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O.%, i/, Z.u.

" x—z=0
" ly+z—-1=0,

determinare la sua proiezione ortogonale sul piano z = 0.

1. Data la retta



2. Determinare e studiare il fascio di coniche del piano z = 0 tangenti agli assi ¥ e i/ nei punti in cui essi
secano larettas: x +y—1=0.

3. Classificare le quadriche contenenti la conica:

I x+y—1=0
" lz(x—2z)=0

e tangenti al piano improprio nel punto improprio dell’asse .
Soluzione

1. La retta cercata e l'intersezione del piano contenente r e perpendicolare a z = 0 con lo stesso piano
z = 0. I piani contenenti r hanno equazione:

AMx—z)+uly+z-1)=0=>Ax+uy+(-A+u)z—u=0.

Questo piano & perpendicolare a z = 0 se sono perpendicolare i vettori di componenti (A, pt, —A + p)
e (0,0,1), per cui deve essere A = y e il piano cercato ha equazione x + y — 1 = 0. Questo vuol dire
che la proiezione ortogonale ¢ la retta:

x+y—1=0
z = 0.

2. Il fascio di coniche cercato ha equazione:
hxy+ (x+y—12=0= x>+ (h+2)xy+y* —2x —2y +1=0.

Sappiamo gia che le coniche del fascio sono irriducibili per /1 # 0. Inoltre, da:

A= ! MR (422 -k —d4h

RS 4 4
Quindi, per —4 < h < 0 abbiamo delle ellissi e, in particolare, per h = —2 abbiamo una circonferenza.
Per h = 0 abbiamo una conica spezzata, mentre per h = —4 abbiamo una parabola. Per h < —4 e

h > 0 abbiamo delle iperboli, nessuna delle quali & equilatera.
3. Le quadriche contenenti la conica assegnata hanno equazione:
z(x—z)+ (x+y—1)(ax+by+cz+d) =0=
= ax? +by* — 22+ (c+Dxz+ (a+b)xy+cyz+ (d —a)x+ (d —b)y —cz —d = 0.

L'asse i/ ha equazioni x = z = 0 e il suo punto improprio & (0,1, 0,0). Il piano tangente alle quadriche
in questo punto e:

. a+b c+1 d—a

2 2 2
a+b b c d—0b X

(0100)-| 2 22 Y 1=o0
ct+1 ¢ _1 ¢ z
2 2 2 t
d—a d-0b c
2 2 -5
jﬂx+by+£+ut:0,



Questo piano tangente coincide con il piano improprio se:

a-+b

=0

b=0 a=0
_Jb=0

EZO c=0

2 d+0.

d—b

— 70

Dunque, le quadriche cercate hanno equazione xz — z> + dx +dy —d = 0, con d # 0. Queste qua-
driche contengono una conica spezzata in due rette reali e distinte e hanno necessariamente la Ce,
spezzata, la quale, obbligatoriamente, sara a sua volta spezzata in due rette reali e distinte. Questo
vuol dire che queste quadriche sono tutti paraboloidi iperbolici. Infatti, si ha:

1 d
0 0 o
B=| ; 2 e A=l 00 0 |,
; 0 -1 0 1o 1
2 —2 0 —d ?

con [Bl =% > 0e|A| =0.



