CdL in Ingegneria Informatica - Ingegneria Elettronica (P-Z) -Ingegneria REA

Prova scritta di Algebra lineare e Geometria- 13 Luglio 2015

Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.
E vietato consultare libri o appunti.

I
Sia f: R* — R* I'endomorfismo tale che:
-1 0 k 2—k
3 -2 k —k
M(f) = 0 0 1 0 ’
0 0 k 1—-k

al variare di k € R.

1.

Studiare I’endomorfismo f al variare di k, determinando in ogni caso Ker f e Im f e le loro equazioni
cartesiane.

Verificare che f e semplice per ogni k € R e determinare una base di autovettori indipendente dal
parametro.

. Dato V = {(x,y,z,t) € R* | x —y +z = 0}, determinare, al variare di k € R, f(V), specificandone la

dimensione.

. Data 'applicazione lineare ¢: R* — RR® definita da ¢(x,y,z,t) = (x —y,x + z + t,z) determinare

(80 f)(x,y,2t).

Soluzione

. Dal momento che |M(f)| = 2(1 — k), concludiamo subito che per k # 1 f & un isomorfismo, cioe f &

iniettiva e suriettiva, per cui Im f = R* e Ker f = {(0,0,0,0)}.
Sia k = 1. Allora:

1 0 1 1 1 0 11

. 3 -2 1 -1 riducendo 2 -2 20
M= o9 o 1 o0 — 0 0 10
0 0 1 0 0 0 00

Dunque, dimIm f = p(M(f)) =3eImf = £((-1,3,0,0),(1,1,1,1),(1,-1,0,0)). Inoltre, la sua
equazione cartesiana e:

-1 3 00
1 1 11
1 -10 0 =0= —4(z—t) =0,
x y z t

percuilm f = {(x,y,z,t) € R* | z—t = 0}. Poi, dimKer f = 1 e:

Ker f = {(x,y,z,t) ER* | —x+2z+t=0,2x —2y+22z=0,z=0} = .2((1,1,0,1)).



2. Dato che:

-1-T 0 k 2—k
3 —2-T k —k
0 0 k 1—-k—T

vediamo che gli autovalori sono 1, —1, —2,1 — k. Essendo distinti per k # 0,2, 3, possiamo dire che
in questo caso f & semplice. Cerchiamo la base di autovettori in questo caso.

Supponiamo, dunque, che k # 0,2,3. Sia T = 1. Sappiamo che V; = ker(f;), dove f1 = f —ie:

-2 0 k 2—k 3 -3 k —k
3 -3 k —k -2 0 k 2—k
0 0 k —k 0 0 k —k

per cui:

Vi={(x,y,zt) € R*|3x —3y+kz—kt =0, 2x+kz+ (2—k)t =0, kz—kt = 0} = 2((1,1,1,1)).

Sia T = —1. Sappiamo che V_1 = ker(f_1),dove f_1 = f +ie:

0 0 k 2—k 3 -1 k —k

3 -1 k —k riducendo 0 0 k 2 — k
M(f-)=Mf)+I=1 4 ¢ 2 o o0 2 o0 |’

0 0 k 2—k 00 0 0

per cui:

Vai={(x,yzt) eR*|3x—y+kz—kt=0,kz+(2-k)t=0,z=0} =.2((1,3,0,0)).

Sia T = —2. Sappiamo che V_, = ker(f_»), dove f_, = f +2ie:

10 k 2—k 1 0 k 2—k

3 0 k —k 160 0 —2k 2k—6
M(f-2) = M(f) +2I = 003 0 Ri & R; 0 0 3 0 ,

0 0 k 3—k 0 0 0 0

per cui:

Vo={(x,y,z1t) € R* | x+kz+ (2—k)t =0, —2kz+ (2k —6)t =0, 3z = 0} = £((0,1,0,0)).

Sia T = 1 — k. Sappiamo che V;_; = ker(f;_¢),dove fi_y = f — (1 —k)ie:

k—2 0 k 2—k 3 k-3 k —k
. . 3 k—3 k —k riducendo k—?2 0 k 2—k
0 0 k 0 0 0 0 0

per cui:
Viek=1{(x,y,z,t) € R* | 3x+ (k—3)y+kz—kt =0, (k—2)x+kz+(2—k)t =0, kz =0} = .Z((1,1,0,1)).

Dunque, per k # 0,2,3 una base di autovettori e [(1,1,1,1),(1,3,0,0),(0,1,0,0),(1,1,0,1)]. Dal
momento che il parametro k non vi compare, questa € una base di autovettori anche per k = 0, 2,3,
per cui f & certamente semplice anche in questi casie [(1,1,1,1),(1,3,0,0),(0,1,0,0),(1,1,0,1)] e la
base di autovettori cercata.



3. Dal momento che:
V={(x,x+zz2t) € R*} = 2((1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,0,0,1)),
possiamo dire che:

f(v)=2(f(1,1,0,0),f(0,1,1,0), f(0,0,0,1)) = £((—1,1,0,0), (k, k —2,1,k), (2 —k, —k,0,1 — k)).

kK k-2 1 k
2—k —k 0 1—k
-1 1 0 0

e ridotta di rango 3 per k # 1, concludiamo che in tal caso dim f(V) = 3.

Dal momento che la matrice:

Sia k = 1. In questo caso:
f(vV)=2((-1,1,0,0),(1,-1,1,1),(1,-1,0,0)) = £((-1,1,0,0), (1, -1,1,1)),

per cui, essendoivettori (—1,1,0,0) e (1, —1,1, 1) linearmente indipendenti, per k = 1sihadim f(V) =
2.

4. Dal momento che:

0
abbiamo:
1 =100 _31_02:2__; -4 2 0 2
M(gof)=|1 0 1 1 )| & 1 4 |=[-102%+13-2],
0 0 10 0 0 Kk 1k 0 0 1 0

per cui:
(gof)(x,y,z,t) = (—4x+2y+2t, —x + (2k+ 1)z + (3 — 2k)t,z),

per ogni (x,v,z,t) € R%.
I1

E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O.X, i/, Z.u.

1. Dateleretter: x —z=y =0es: y — 3 = 2x + z = 0, determinare la retta passante per P = (4,4,2),
incidente 7 e ortogonale a s.

2. Studiare il fascio di coniche del piano z = 0 di equazione:
3x% + hxy +2x +y =0,

determinando, in particolare, punti base e coniche spezzate. Determinare la conica I' del fascio
passante per il punto (—1,1).

3. Determinare e studiare la quadrica contenente I', larettat: x+1 =y —1=0edipunti A = (0,0,1)
eB=(-1,0,1).

Soluzione



1. La retta cercata e l'intersezione del piano 7r; contenente r e P con il piano 7, perpendicolare a s e
passante per P.

Il fascio di piani contenente r ha equazione:
Alx —z)+puy =0.
Imponendo il passaggio per P abbiamo A = —2p, per cui:

m:2x—y—2z=0.

La retta s ha parametri direttori (1,0, —2), per cui il piano 7, perpendicolare a s e passante per P &
1y x — 2z = 0. Dunque, la retta cercata ha equazioni:

2x —y—2z=0
x—2z=0.

2. Cominciamo con 'osservare che la conica nascosta & xy = 0, che sara una prima conica spezzata del
fascio. Poi, da:

h

) o
=12 02/

150

osserviamo che |B| = Z@T_:", per cui per h = % otteniamo 1’altra conica spezzata:

3x2+§xy+2x+y:0:> (Bx+2)(2x+y) =0.

Quindi, i punti base sono dati da:
(Bx+2t)(2x+y) =0
{xy =0,
h2
47
h = 0 abbiamo una parabola, mentre per i # 0,3 abbiamo delle iperboli, nessuna delle quali &
equilatera.

cioé sono (0,0) preso due volte, (0,1,0) e (—%,0). Inoltre, essendo |A| = osserviamo che per
Infine, imponendo il passaggio per il punto (—1,1) troviamo3 —h —2+1 =0, percuih =2 e:

T:3x% +2xy +2x +y = 0.

3. Le quadriche contenenti I hanno equazione:
3x% +2xy + 2x +y + z(ax + by +cz +d) = 0.
Intersecando con la retta x +1 = y — 1 = 0 otteniamo:

3x2 +2xy+2x +y+z(ax+by +cz+d) =0 cz2+(—a+b+d)z=0
x=-1 = qx=-1

y=1 y=1

La retta e contenuta nella quadricase c = 0 e —a + b +d = 0. Imponendo il passaggio per i punti A
e B otteniamo, rispettivamente,c +d =0e —a+c+d + 1 = 0. Dunque, da:

c=0
—a+b+d=0
c+d=0

—a+c+d+1=0
otteniamoa =1,b=1,c =0ed = 0, per cui la quadrica cercata ha equazione:

3x% 4+ 2xy + xz +yz +2x +y = 0.



Dal momento che:

31 11
B 102% 1 A 31% 1
= - — :1 5 | ===,
H%%oo 16eH1(1)(2) 4
1 500 2 2

concludiamo che la quadrica e un iperboloide iperbolico, non potendo essere un ellissoide immagi-
nario in quanto contiene punti reali.



