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Prova scritta di Algebra lineare e Geometria- 11 Settembre 2015

Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.
E vietato consultare libri o appunti.

I

Dato lo spazio vettoriale V = #(v;,v,v3), con vy = (1,0,0,0), v2 = (0,1,0,0) evz = (0,1, —1,1) € R, &
assegnata l’applicazione lineare f: V — IR* tale che:

flo) = (1, -1,1)
f(v2) = (1,1,1,h)
f(o3) = (1,2,1,h),

al variaredi h € R.
1. Studiare f, al variare di 1 € R, determinando Ker f e Im f.

2. Dato W = #((1,0,1,—-1),(0,1,-1,1),(1,2,0,0)) C R*, determinare il valore di & € R per il quale
Im f C W e dire se, in tal caso, i due spazi sono uguali.

3. Dimostare che nel caso 1 = —1 f induce un endomorfismo g: V — V e studiare la semplicita di g,
determinando, se possibile, una base di autovettori.

4. Nel caso h = 1 determinare I'estensione ¢: R* — R* di f tale che (0,0,0,1) € V;.

Soluzione

10 0 0 _— 10 0 0
01 0 0 |™M==°lo1 0 0
01 -1 1 00 —1 1

vediamo che la matrice ha rango 3, per cui i tre vettori v1, v; e v3 sono linearmente indipendenti e
individuano, dunque, una base A = [v1, v2, v3] di V. Possiamo scrivere, percio:

h 1 1
AE B 1 1 2
1 h h
Dato che:
h 1 1
1 1 2 |=-h-1,
-1 1 2

possiamo dire che per i # —1 M*€(f) ha un minore non nullo di ordine 3. Dunque, per & # —1 si
ha p(MA€(f)) =3 edimIm f = 3eunasuabasee [(h,1,—1,1),(1,1,1,k), (1,2,1,h)]. Inoltre:

dimKer f =dimV —dimImf =3 -3 =0,



per cui Ker f = {(0,0,0,0)} e f & iniettiva.

Sia h = —1. In tal caso:
-1 1 1 -1 11
A€ _ 1 1 2 riducendo 0 2 3
1 -1 -1 0 00

Dunque dimIm f = p(MA¢(f)) = 2eunasuabasee [(—1,1,-1,1),(1,1,1, —1)]. Inoltre, dim Ker f =
dimV —dimImf =1e:

Kerf: {U G V | [U]Qf - (alblcl)l _a+b+C: 0, 2b+3c :O} =
={veV |y =(-1c,—3cc)} =L (—v1 — 30, +203) = £((-1,-1,-2,2)).

. Da:
10 1 -1 1 0 1 -1
01 -1 1 riducendo 01 -1 1
12 0 O 01 0 0 !
X Yy z t 00 z+1t
vediamo che W = {(x,y,z,t) € R* | z+ t = 0}. Dal momento che:

Imf =2((h1,-1,1),(1,1,1,h),(1,2,1,h))

perogni’ € R, Imf C Wseesolose (h,1,—-1,1),(1,1,1,h),(1,2,1,h) € W. Questi tre vettori

appartengono contemporaneamente a W se e solo se h = —1. Ma per tale valore, abbiamo visto che
dimIm f = 2, mentre dim W = 3. Dunque, il valore cercatoe h = —lesihaIm f C W.
. Da:
10 0 O
01 0 0]__ by
01 -1 1
xy z t

vediamo che V = {(x,y,z,t) € R* | z+t = 0} = W. Avendo gia verificato che per » = —1 si ha
Im f C W, abbiamo anche chiaramente cheIm f C V.

Essendo g indotto da f abbiamo:

g(v1) = f(o1) = (=1,1,-1,1)
8(v2) = f(v2) = (1,1,1, 1)
8(v3) = f(v3) = (1,2,1,-1).
Inoltre, preso il generico (x,y,z, —z) € V siha [(x,y,2, —2)|# = (x,y + z, —z). Dunque, possiamo
scrivere:
-1 1 1
M7(g)= 0 2 3
1 -1 -1
e si ha:
—-1-T 1 1
P(T) = 0 2-T 3 =-T1-T)(-1-T).
1 -1 -1-T
Dunque, gli autovalorisono T =0, T = —1e T = 1, per cui g e certamente semplice.

Sia T = 0. In tal caso, V) = Kerg = Ker f = £((—1,—-1,-2,2)).



SiaT = 1. Intal caso, V; = Kergj, dove gy =g —ie:

-2 1 1 . )
M7 (g1) = M7 (g) -1 = 0 1 3 riducendo

[ QS

0
1 -1 -2 0

S W -
SN—

Quindi:

Vi=Kerg1 ={veV|[vs=(abc) —2a+b+c=0,b+3c=0} =
={veV|[vly=(-c-3cc)}=2L(—v1 —3v,+v3) = Z((—-1,-2,-1,1)).

SiaT = —1.Intalcaso, V-1 =Kerg_;,doveg 1 =g+ie:
. 0 1 1
riducendo {90 0 |.
1 -1 0

Vi=Kerg 1={veV|[vJs=(byc),b+c=0a—-b=0}=
={veV|[vs=(bb-b}=L(v1+v2—1v3) = £((1,0,1,-1)).

S W=

0 1
M”(gl)M”(g)H(o 3
1 -1

Quindi:

Quindj, la base di autovettori cercata e [(—1,-1,-2,2),(-1,2,-1,1),(1,0,1, —1)].

. Dal momento che (0,0,0,1) ¢ V, non verificando la sua equazione cartesiana, possiamo dire che
[01,02,03,(0,0,0,1)] & una base di IR*. Inoltre, la condizione (0,0,0,1) € V; vuol dire che (0,0,0,1) &
un autovettore associato all’autovalore 1. Quindi, le condizioni:

p(v1) = f(vn1) =(1,1,-1,1)
¢(v2) = f(v2) = (1,1,1,1)
90(03) = f(l)g,) = (1/21 1r1)
¢(0,0,0,1) = (0,0,0,1)

determinano perfettamente 1'endomorfismo cercato.

II

E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, X, ¥/, Z, u.

1. Data la retta:

" X—y+z=3
T lx+2y—-3z=3

e dato il punto P = (0,0, 1), determinare il punto P’ simmetrico di P rispetto alla retta r e le distanze
di P dalla rettar e di P da P'.

2. Studiare il fascio di coniche del piano z = 0 avente equazione:

P4+ (h+3)xy+2y* —y—1=0,

determinando, in particolare, punti base e coniche spezzate.

3. Studiare, al variare di i € IR, le quadriche di equazione:

hx? +2xz + y* + 2% +2x + 2y = 0.

Soluzione



1. La retta r ha parametri direttori (1,4,3), per cui il piano 7t passante per P e perpendicolare a r ha
equazione 7: x + 4y + 3z — 3 = 0. Il punto H = r N 7r ¢ dato da:

x+4y+3z=3
x—y+z=3 = H=(30,0).
x+2y—3z=3

Quindj, il punto P’ = (4, b, c) & il simmetrico di P rispetto a H e si ha:

Quindi, P’ = (6,0, —1) e siha PP’ = 2/10 e d(P,7) = PH = 2 — \/10.
2

2. La matrice associata al fascio di coniche é:

h+3
h~1#3 2z 01
0o -1 -1
h2+6h

Dal momento che |B| = 2, vediamo che le coniche spezzate del fascio sono, oltre quella nascosta
di equazione xy = 0, quelle che si ottengono per h = 0 e h = —6. In particolare, per i = 0 abbiamo
la conica (x+y —1)(x+2y+1) = 0 e per h = —6 abbiamo la conica (x —y+1)(x =2y —1) = 0.
I punti base del fascio si ottengono intersecando due di queste coniche e sono (0, —3), (0,1), (1,0) e
(—1,0).

Inoltre, essendo:

1 b3

2

h2+6h+1
A

4 7

Al =

vediamo che per h < —3 — 2v2eh > —3+42v2, h # 0,—6, abbiamo delle iperboli, nessuna delle
quali & equilatera. Per i = —3 4+ 21/2 abbiamo due parabole e per —3 — 22 < h < —3 +2/2
abbiamo delle ellissi, nessuna delle quali & una circonferenza. Ovviamente, le ellissi sono tutte reali,
in quanto i punti base sono tutti reali.

3. Le matrici associate alle quadriche sono:

B= e A= 010 ].
1 010 101
1100

Dal momento che |B| = —h e |A| = h—1, per h = 0 abbiamo un cono e per 1 = 1 abbiamo un
paraboloide ellittico.

Sia h # 0, 1. Essendo:

PsA(T)=| 0 1-T 0 |=-T+h+2)T>?-2hT+h—1,
1 0 1-T

vediamo che gli autovalori di A sono concordi se e solo se i > 1. Quindi, possiamo concludere che
gli ellissoidi si hanno solo per h > 1. In particolare, per i > 1 abbiamo degli ellissoidi reali, per
0 < h < 1 abbiamo degli iperboloidi ellittici e per h < 0 abbiamo degli iperboloidi iperbolici.



