CdL in Ingegneria Informatica - Ingegneria Elettronica (P-Z)
Ingegneria delle Telecomunicazioni

Prova scritta di Algebra lineare e Geometria- 4 Novembre 2013

Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.
E vietato consultare libri o appunti.

Ia
E data l'applicazione lineare f: R® — R* definita da:
f(x,y,z)=(hx+y+z,x+2y—hz,(h—Dx—y+ (h+1)z, 2h + 1)x +y + (2h + 5)z)
al variaredi h € R.
1) Studiare f al variare di / € R, determinando Ker f e Im f e le loro equazioni cartesiane.
2) Calcolare f~1(2,3,—1,3h + 1), al variare di h € R.

3) Nel caso h = 0 determinare una base <7 di R* tale che:

1 0 1
2 1 1
&3, 9 _
0O 0 O
Soluzione
1) Osserviamo che:
h 1 1
1 2 —h
M(f) = h—1 -1 h+1

2h+1 1 2h+5

Riduciamo la matrice:

h 1 1 h 1 1

o 1 2 —h riducendo, h##—2 1-2h 0 —-h-2
MAO=1 421 21w — 0 0 0
2h+1 1 2h+5 3—-3h 0 0

Quindi, vediamo che per h # 1,—2 dimIm f = p(M(f)) = 3 e una sua base & [(h,1,h —1,2h +

1),(1,2,-1,1),(1, —=h,h +1,2h + 5)]. Cerchiamo una sua equazione cartesiana:

h 1 h-1 2h+1

1 2 -1 1 _ 2 B
1 —h h41 2h45 =0« (B +3h—6)(x—y—2z)=0.
X oy z t

Dal momento che 3h? + 3k — 6 # 0 esattamente per i # 1, —2, concludiamo che per h # 1, —2:

Imf={(xyzt) e R x—y—z=0}.



2)

Inoltre, dimKer f = 0, per cui Ker f = {(0,0,0)} e f & iniettiva.

Sia h = 1. In tal caso:

1 1 1 11 1

. 1 2 -1 riducendo 01 -2
MO=10o 1 2| 7 oo o
31 7 00 O

Quindi, dimIm f = 2 e una sua base & [(1,1,0,3), (1,2, —1,1)] e possiamo calcolare le sue equazioni

cartesiane:
11 0 3 . 1 1 0 3
1 2 —1 1 |Hduwendo f 5 4 1 2 .
xy z t 0 0 —x+y+z —-Sx+2y+t

Im f ={(x,,2,t) ER" | —x+y+2=0, —5x+2y+1t=0}.
Inoltre, dimKer f = 1 e:

Quindi:

Kerf = {(x,y,2) € R’ | x+y+2z=0,y—2z=0} = Z£((-3,2,1)).

Sia h = —2. In tal caso:
-2 1 1 -2 1 1
. 1 2 2 riducendo 5 0 0
M) =1 3 4 4| — 0 00
-3 1 1 0 0O

Quindi, dimIm f = 2 e una sua base ¢ [(—2,1,—3,—-3),(1,2,—1,1)] e possiamo calcolare le sue
equazioni cartesiane:

21 -3 -3\ 21 -3 -3
1 2 —1 1 |ddwendof 5 5 7 .
x y z ot 0 0 —x+y+z M

Imf = {(x,y,2t) ER*| —x+y+2z=0, —7x+y+5t = 0}.
Inoltre, dimKer f =1 e:

Quindi:

Ker f = {(x,y,2) € R® | -2x+y+2z =0, 5x = 0} = .Z((0,1,-1)).

Occorre risolvere il sistema la cui matrice completa associata é:

hoo1 1 | 2 hoo1o1 | 2

1 2 —h ‘ 3 riduce&h#fZ 1-2h 0 —h-2 | —1
h—1 -1 h+1 | -1 o 0 0 | 0
2h+1 1 2h+5 | 3h+1 3—-3h 0 0 | 3h—3

Quindi, per h # -2, 1:

F12,3,-1,3041) = {(-1, 5254, 25},

Per h = —2 abbiamo:

-2 1 1 | 2 -2 11| 2
1 2 2 ‘ 3 riduceﬂh#fZ 5 00 | -1
-3 -1 -1 | -1 0 00| O
-3 1 1 | -5 o o0 | =%



Quindi, per h = —2siha f71(2,3,-1,-5) = @.
Per h = 1 abbiamo:

1 1 1 | 11 1 | 2
1 2 -1 ‘ r1ducend0 h#—2 01 -2 ‘ 1
0o -1 2 | 00 0 | O
3 1 7 | 00 0 | O
Quindi, perh = 1siha f~1(2,3,-1,4) = {(-3z+1,2z+1,z) € R3}.

3) Sia &/ = [v1,v2,v3,04]. Allora deve essere:

fle1) =v1 4202+ v3
fle2) =v2— 03
fles) =v1+v2+ 03
( 0,1, —

1,1

(%1 +202 +v3 s 4 ) 01 = (412/ 11 )
= { Up — U3 = ( ) = 02 = ( 1,1, , —4)
U1 +04+03 = (1 0 1, 5) ( 2, 3, -1, —5)

A questo punto possiamo scegliere v4 ¢ Im f = {(x,y,z, t) € R* | x —y—2z = 0}, per esempio
vy = (1,0,0,0). Dunque, una base &:

o =[(4,2,4,14),(-1,1,-2,—4),(-2,-3,-1,-5),(1,0,0,0)].
Tb

Dato I'endomorfismo g: R® — RR3 tale che:

211
Mg =(121],
1 1 2

con #=1(1,-1,1),(0,1,1),(1,0,1)], mostrare che g & semplice e determinare una base di autovettori.
Soluzione

Dal momento che:
2—-T 1 1
1 2—-T 1
1 1 2—-T

P(T) = = TP +6T> - 9T +4=(T—-1)*4—-T),

allora m; = 2 e my =1, per cui g & semplice se dim V; = m; = 2.

Sia T = 1. Allora:
1 11
M7 (q)=M7(g)-I=( 111 |,
1 11

per cui dim V; =3 — p(M?(g1)) = 3 — 1 = 2 = my. Dunque, g & semplice. Inoltre:
Vi={veR®|[v]g = (abc),at+bt+c=0}=L(v; 030, —03) =.2£(0,-1,0),(—1,1,0).
Sia T = 4. Allora:

-2 1 1 2 01 1
M?(g) =M*(g)—4l=| 1 -2 1 |"E=3° 3 _3 0
11 =2 0 0 0

per cui:
Vi ={veR®|[v]g = (ab,c), 2a+b+c=0,3a—3b=0} = Z(v; +v+v3) = .2((2,0,3)).
Quindi, una base di autovettori & [(0, —1,0),(—1,1,0), (2,0, 3)].



II

E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, X, i/, Z, u.

1y

2)

3)

1y

2)

Datilarettar: x+y+z+1=x—-—y—4z—7 = 0eil punto P = (2,0,0), determinare la retta s
passante per P e ortogonale e incidente alla retta r e determinare la distanza d (P, r).

Studiare, al variare del parametro reale £, il fascio di coniche del piano z = 0 di equazione:
x? 4+ 2hxy + hy* +2hy — 1 =0,

determinando, in particolare, punti base e coniche spezzate. Determinare il vertice della parabola del
fascio.

Classificare la quadrica Q di equazione:
x2—2xz—y2+22—1 =0,
determinarne il vertice e stabilire la natura della sezione di Q con il piano 77: x —y +z = 0.
Soluzione

I parametri direttori di r sono (3, —5,2), per cui il piano 7t passante per P e perpendicolare a r ha
equazione 3x — 5y +2z = 6. [l punto Q = wNr é:
3x —5y+2z=6 x=1
Q=nmnNr: sx+y+z=-1 =Jy=-1

x—y—4z=6 z=—1
Quindi, Q = (1, —1, —1). Allora la retta cercata & la retta PQ:
CJx—-y—-2=0
PQ: {y —z=0.

Inoltre:

d(P,r) = PQ = /3.

La matrice associata al fascio di quadriche é:

1 h O
B=|h h h .
0 h -1

Dato che |B| = —h, per h = 0 otteniamo la conica spezzata (x — 1)(x + 1) = 0 ed & spezzata la conica
nascosta y(2x + y + 2) = 0. Cerchiamo i punti base:

(x—1)(x+1)=0

y(2x+y+2)=0.
Troviamo i punti (1,0), (1, —4) e (—1,0) contato due volte. Inoltre, | A| = h — h?. Dunque, per i < 0
e h > 1 abbiamo delle iperboli; in particolare, per 1 = —1 abbiamo un’iperbole equilatera. Per h = 1
abbiamo una parabola e per 0 < I < 1 abbiamo delle ellissi. Notiamo che non ci sono circonferenze
nel fascio di coniche.
La parabola del fascio ha equazione x> 4+ y + 2xy + 2y — 1 = 0 e il suo punto improprio & Pe =
(1,—1,0). Quindi, le rette ortogonali all’asse di simmetria della parabola sono del tipo y = x + k.
Cerchiamo tra queste quella tangente:

y=x+k N y=x+k
X42xy+y*P+2y—1=0 4x% + (4k +2)x + k> +2k— 1 =0.

La retta e tangente se % =0, cioe per k = % Quindji, il vertice e dato da:

y=x+3}
4x?+7x+ 5 =0,

cioe V = (—3%,3).



3) Le matrici associate alla quadrica sono:

1 0 -1
-1 0 0

Dato che |[B| = 0 e |A| # 0, concludiamo subito che la quadrica & un cono. Inoltre, il suo vertice & il
punto V = (1,0,1) e, dato che V ¢ 7, allora la conica I' = Q N 7 & irriducibile. Per stabilire la natura
di I' cerchiamo i suoi punti impropri:

x—y+z=0 y=x+z
X2 —2xz—y?+2z2t — 2 =0 = ¢ z(4x+2) =0
t=20 t=0.

Dal momento che I" ha due punti impropri reali e distinti, concludiamo che I' &€ un’iperbole.



