CdL in Ingegneria Informatica - Ingegneria Elettronica (P-Z)
Ingegneria delle Telecomunicazioni

Prova scritta di Algebra lineare e Geometria- 20 Giugno 2013

Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.
E vietato consultare libri o appunti.

I
SiaV = {(x,y,z,t) e R* | x =2y +z =0} esia f: V — V I'endomorfismo di V definito dalle relazioni:

£(1,1,1,1) = (44 h,4,4—h,2)
£(1,0,—1,0) = (1,0, —1,h)
£(2,1,0,0) = (5,4,3,0),

al variare di i € R.
1) Studiare f al variare di i € R, determinando Ker f e Im f.
2) Nel caso h = 0 verificare che f & semplice e determinare una base di autovettori.

3) Sia ¢: R* — R* 'endomorfismo la cui restrizione a V induce f e tale che ¢(1,1,0,0) = (3,3,2,0).
Determinare A = M(¢) associata a ¢ rispetto alla base canonica.

Soluzione

1) Dal momento che la matrice:

4) Calcolare ¢~1(3h,h,0,h +2) al variare di h € R.
1
-1

(110)

ha rango 3, come si verifica facilmente, allora & = [(1,1,1,1),(1,0,—1,0),(2,1,0,0)] & una base di V.
Dobbiamo scrivere M (f). Dunque, da:

N =
—_ O
O O =

a+b+2c=4-+nh

(4+h,4,4—h,2) =a(1,1,1,1) + b(1,0,—1,0) +¢(2,1,0,0) = Zt;ii_h :>{bh2
4—2 c=2
ricaviamo [f(1,1,1,1)] s = (2,h —2,2). Da:
a+b+2c=1 .
(1,0,—1,h) = a(1,1,1,1) + b(1,0,—1,0) + ¢(2,1,0,0) = Zfzzo_l :>{bh+1
a=nh €=
ricaviamo [f(1,0,—1,0)] = (h,h+1,—h). Da:
a+b+2c=5 —0
(5,4,3,0) = a(1,1,1,1) + b(1,0,—1,0) + ¢(2,1,0,0) = Zt;ié :>{b43
c—



ricaviamo [f(2,1,0,0, )]s = (0, —3,4). Dunque:

2 ho 0
M”(f)(hz h+1 3)

2 —h 4

e |[M“(f)] = —4(h+1)(h — 2). Dunque, per h # —1,2 f & un isomorfismo, per cui f & iniettiva e
suriettiva e Ker f = {(0,0,0,0)} eIm f = V.

Sia h = —1. In tal caso:

2 -1 0\ (2 -1 0
M7(f)=| -3 0 -3 | 3 0 -3 ],
2 1 4 0O 0 O
per cui dimIm f = p(M“(f)) = 2 e unabase diIm f & [(3,4,5,2), (1,0, —1, —1)]. Inoltre, dim Ker f =

le:

Kerf={veV]|[vs=I(abrc),2a—b=0 -31—-3c=0} =2((1,2,-1)s) = 2((1,0,—-1,1)).

2 2 0\ 22 0
M7(f)=|0 3 —3 |"2 o3 3],
2 -2 4 00 0

per cui dimIm f = p(M“(f)) = 2 e una base di Im f & [(6,4,2,2),(1,0,1,2)]. Inoltre, dimKer f = 1
e:

Sia h = 2. In tal caso:

Kerf ={v eV |[v]ly = (abc)2a+2b=0,3b—3c =0} =2((1,-1,-1),) = £((—2,0,2,1)).

2) Sia h = 0. Allora:

-2 1-T =3
2 0 4-T

=2-T)(1-T)4-T).

Gli autovalori sono 2,1,4 e sono tutti di molteplicita algebrica 1, per cui f e semplice per h = 0
Cerchiamo una base di autovettori.

Sia T = 2. Allora:
0 0 0
M7 (f)—=21=| -2 -1 -3 |,

2 0 2
per cui:

Vo={veV|[vy=I(abrc),-2a—b—-3c=0,2a+2c=0} =2((1,1,-1),) = £((0,0,0,1)).

Sia T = 1. Allora:
1 0 0\ 1 0 0
M7(fy—I=| —2 0 —3 | " 5 o _3
2 0 3 0 0 0

Vi={veV|[v]ls=(abrc),a=0 -3c=0} =2(0,1,0),) = £((1,0,-1,0)).
Sia T = 4. Allora:

2 0 0\ 2 0 0
MY (f)—4l=| —2 -3 —3 |"dxad | o 3 _3
2 0 0 0 0 0

per cui:



3)

4)

per cui:

Vi={veV|[vy=I(abrc),-2a=0 -3b—-3c=0}=2((0,1,-1)y) =

Quindi, una base di autovettori e [(0,0,0,1),(1,0,—1,0), (-1, —1,—1,0)].

Deve essere:

2((~1,-1,-1,0)).

¢(1,1,1,1) = (4+h, 4,4 —1,2) o(er) = (2,1,1,0)
qo(l,O,—l,O) = (1,0,—1,h) N pex) = (1,2, 1,0)
(p(Z,l,0,0) = (5,4,3,0) (p(eg) =(1,1,2,h)
¢(1,1,0,0) = (3,3,2,0) o(es) = (1,0, —11,2 + ),
per cui:
21 1 h
1 2 1 0
Me)=1171 2
0 0 —h h+2
Per calcolare ¢~1(3h,h,0,h + 2) dobbiamo risolvere il sistema:
21 1 h | 3k 2 1 1 h | 3h
12 1 0 | h | ridwepdo [ =3 0 —1 —20 | —5h
11 2 —h | 0 4.0 0 —4h | —8h
0 0 —-h h+2 | h+2 0 0 0 —h+h+2 | K +h+2

Quindji, per h # —1,2 abbiamo una sola soluzione:

2x+y+z+ht=3h x=nh
—3x —z —2ht = —5h L Jy=
—4x — 4ht = —8h z=

(=R +h+2)t=—h>+h+2 t=1,
per cui per h # —1,2 ¢~ 1(3h,h,0,h +2) = {(h,0,0,1)}.

Sia h = —1. Allora dobbiamo risolvere il sistema associato alla matrice:
2 11 -1 | -3
-3 0 -1 2 | 5
-4 0 0 4 | 8
0 0 O 0 | O

Abbiamo in questo caso ! soluzioni:

2x+y+z—t=-3 x=t-2
—3x—z—-2t=5 =<{y=0

—4x 44t =8 z=—t+1,

per cuiperh = —1 ¢~ 1(3h,h,0,h +2) = ¢~1(-3,-1,0,1) = {(t — 2,0, -t + 1,t) € R?}.

Sia h = 2. Allora dobbiamo risolvere il sistema associato alla matrice:

2 1 1 2 | 6
30 -1 -4 | —10
~40 0 -8 | —16
000 0 ] O

Abbiamo in questo caso ! soluzioni:
{2x+y+z+2t6 {x2t+4

—3x—z—4t=-10=qy=0
—4x — 8t = —16 z=2t-2,

per cuiper h =2 ¢ 1(3h,h,0,h +2) = ¢71(6,2,0,4) = {(—2t +4,0,2t — 2,t) € R3}.



II

E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, X, ¥/, Z, u.

1) Date le rette:
" x—hy+hz=0 . 2x+hz—-1=0
S lx+y=0 "2y —hz+1=0,

determinare il piano che le contiene e trovare i valori del parametro reale & per cui esse sono parallele.

2) Nel caso h = 0 determinare il piano 7 passante per A = (1,1,0) e ortogonale a 7, la retta f passante
per A ortogonale e incidente a r e la retta p passante per B = (1, —1,0) ortogonale e incidente la retta
.

3) Determinare e studiare il fascio di coniche tangenti in A alla retta t e tangenti in B alla retta p.

4) Data la conica:

{x2—2xy+y2—3x—|—1:0
I':
z=0

determinare il cilindro avente vertice il punto (1, —1,1,0) e contenente I'.
Soluzione

1) Verifichiamo subito che le rette sono complanari:

1 —h h 0
11 0 0 |_,
2 0 h -1 '
0 2 —h 1

I piani che contengono s hanno equazioni:
A2x+hz—1)+pu(Ry—hz+1) =0.
Prendiamo il punto O = (0,0,0) € r e cerchiamo quello che lo contiene:
A+u=0=A=pu

Quindi il piano che le contiene & il piano di equazione x +y = 0.

Parametri direttori di r sono (—h,h,h + 1) e di s sono (—h,h,2). r e s sono parallele se la seguente
matrice ha rango 1:
(—h h h+1>:><—h h h+1>
-h h 2 0 0 1—-h )"

I valori per i quali le rette sono parallelesonoh =0eh = 1.

" x=0 o s 2x—1=0
" ly=0 " 2y+1=0.

2) Per h = 0 abbiamo:

Parametri direttori di entrambe le rette sono (0,0,1). Dunque, il piano 7t ha equazione z = 0.
Calcoliamo:
x=0
mNr: yy=20
z =0,

per cui la retta t & la retta che congiunge A = (1,1,0) e il punto O = (0,0,0):

fx—=y=0
£ {Z:O.



3)

4)

Dato che 7 ¢ ortogonale alla retta s, calcoliamo la retta p nello stesso modo:
2x =
mns: {2y =—1
z=0.

1
27

CJx+y=0
p: {z:O.

Quindj, la retta p & quella che congiunge B con il punto (5, — %, 0), per cui ha equazioni:

11 fascio di coniche ha equazione:
(x+y)(x—y)+h(x—1>=0= (h+1)x* —y> — 2hx + h = 0.

Sappiamo gia che le coniche spezzate si trovano solo per i = 0, per cui possiamo direttamente
calcolare:
h+1 0

o i |=—h-1

|Ar=\

Quindi, per 1 < —1 abbiamo delle ellissi (tutte reali). In particolare, per h = —2 abbiamo una
circonferenza. Per i = —1 abbiamo una parabola e per I > —1, h # 0, abbiamo delle iperboli. Non
ci sono iperboli equilatere nel fascio.

Il generico punto P = (&, 8,0) € I & tale che a? — 2aB + % — 3a + 1 = 0. La retta PV ha equazioni:

{x—tx:z :>{zx:x—z
y—p=-z p=y+z
Quindi, sostituendo in a? — 2aB + B — 3a + 1 = 0 vediamo che il cilindro cercato ha equazione:

(x—2)*-2(x—2)(y+2)+(y+2)*-3(x—2)+1=0.



