CdL in Ingegneria REA - Ingegneria Gestionale

Prova scritta di Geometria- 4 Ottobre 2011

Durata della prova: tre ore.
E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.
Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.

Sia f: R3 — R3 I'applicazione lineare definita da:

F1,1,1) = (h+1Lh+1,h+1)
£(1,1,0) = (h+2,h +2,2)
f(l,0,0) =(2,1,1)

1) Determinare la matrice associata a f rispetto alle basi canoniche e studiare f, determinando in ciascun
caso ker f eIm f.

2) Mostrare che per ogni valore di & la somma di ker f e Im f e diretta e calcolare ker f & Im f.
3) Verificare che T = 1 € una autovalore per f e studiare la semplicita di f al variare di h € R.

4) Calcolare al variaredih € R £71(1,0,0) = {(x,y,z) € R®| f(x,y,z) = (1,0,0)}.

Soluzione
1) Da:
f(1,1,1)=(h+1,h+1,h+1)
f(1,1,0) = (h+2,h+2,2)
f(1,0,0) = (2,1,1)
otteniamo:
{f(e1>+f(ez)+f<e3)(h+1,h+1,h+1> {f(e1>(2,1,1>
fler)+ f(e2) = (h+2,h+2,2) =< flea) = (h,h+1,1)
f(el) = (2/ 1/1) f(33) = (—1, —1,h — 1)
Quindi:

1 1 h—1

e |M(f)| = h(h+1). Questo vuol dire che per h # 0,—1 si ha |[M(f)| # 0, cosi che dimIm f =
p(M(f)) =3elIm f = R3. Dunque, f & suriettiva e dim ker f =, cioe ker f = {(0,0,0)} e f & iniettiva.

Sia h = 0. In tal caso:
20 -1\ 2 0 -1
M(f)y=[ 11 —1 | "=l 11 0 |,
1 1 -1 0O 0 O

Questo significa che dimIm f = p(M(f)) = 2 e, dato che gli elementi speciali della matrice ridotta
sono nella prima e nella terza colonna, la prima e la terza colonna di M(f) individuano una base

2 h -1
M<f>(1 AT )



2)

3)

diImf, cosicheImf = .£((2,1,1),(-1,-1,-1)) = £((2,1,1),(1,1,1)). Per quel che riguarda il
nucleo, abbiamo che dim ker f = dimR3® — dimIm f = 1 e:

ker f = {(x,y,2) €R® | 2x —z =0, —x +y =0} = {(x,x,2x) € R®} = .2((1,1,2)).

Sia h = —1. In tal caso:

2 -1 -1\ _ 2 -1 -1
M(f)=[1 0o —1 |"E=BCl 1 0 -1 ],
11 =2 0 0 0

Questo significa che dimIm f = p(M(f)) = 2 e, dato che gli elementi speciali della matrice ridotta
sono nella prima e nella terza colonna, la prima e la terza colonna di M(f) individuano una ba-
se di Im f, cosi che Im f = .£((2,1,1),(—1,0,—1)). Per quel che riguarda il nucleo, abbiamo che
dimker f = dimR?® —dimIm f = 1e:

ker f = {(x,y,2) ER®|2x —y—z=0,x—z=0} = {(x,x,%) € R®} = 2((1,1,1)).

Perh #0,—1Im f =R3>eker f = {(0,0,0)}. Allora & chiaro che Im f + ker f = R® e che la somma &
diretta, essendo Im f Nker f = {(0,0,0)}. Dunque in questo caso & ovvio che Im f & ker f = R5.

Sia h = 0. In tal caso, vediamo che Im f + ker f = £((2,1,1),(1,1,1),(1,1,2)). Calcoliamo la
dimensione di Im f + ker f riducendo la matrice:

21 1\ 2 11
11 1 |fdwendef 3 9 o |.
11 2 0 0 1

Quindi, dim(Im f + ker f) = 3, cioé Im f + ker f = IR3, e inoltre:
dim(Im f Nker f) = dimIm f 4+ dimker f —dim(Im f + ker f) =24+1—-3 = 0.

Questo vuol dire che Im f Nker f = {(0,0,0)}, di modo che la somma & diretta ¢ Im f G ker f =
Im + ker f = R3.

Nel caso i = —1 procediamo nello stesso modo. In tal casoIm f +ker f = #((2,1,1),(-1,0,1),(1,1,1)).

Calcoliamo la dimensione di Im f + ker f riducendo la matrice:

2 1 1)\ 2 11
1 0 1 |dfduende 3 9 1 |,
1 11 10 0

Quindi, dim(Im f + ker f) = 3, cioe Im f + ker f = IR?, e inoltre:
dim(Im f Nker f) = dimIm f 4+ dimker f —dim(Im f + ker f) =24+1—-3 = 0.

Questo vuol dire che Im f Nker f = {(0,0,0)}, di modo che la somma & diretta € Im f & ker f =
Im + ker f = R3.

Per mostrare che T = 1 & un autovalore dobbiamo mostrare che |M(f) — I| = 0 per ogni h € R:

2 h -1 100 1 h -1
M(fy=I=(1h+1 -1 |-|lo0 10 |=(1nr -1 |.
1 1 h-1 00 1 11 h-2

Dato che le prime due righe di M(f) sono uguali, concludiamo subito che |M(f) — I| = 0 e, dunque,
T =1 e un autovalore per f.



4)

Calcoliamo, ora, il polinomio caratteristico di f:

2-T h ~1
P(T)=| 1 h+1-T ~1 = T3>+ (2h+2)T* + (—h* —3h — )T +h* + h.
1 1 h—1-T

Applicando la regola di Ruffini per scomporre il polinomio, dato che T = 1 & una soluzione, ottenia-
mo:
P(T) = (1—T)[T*> - 2h +1)T + K> + h].

Da qui otteniamo che gli autovalori sono T = 1,h, h + 1. Questi autovalori sono a due a due distinti
per i # 0,1. Quindi, per h # 0,1 f & semplice.

Siah = 0. In tal caso, gli autovalorisono 1 conm; = 2e0conmy = 1. f € semplicesedim V; = m; =2
esedimVy = myg =1. Datoche1l < dimV; < m; =2echel < dimVy < mg = 1, vediamo che
f & semplice se dim V; = m; = 2. Per calcolare dim V; dobbiamo calcolare il rango della seguente

matrice:
2 0 -1 1 00 1 0 -1
M(f)—1= 1 1 -1 -1 01 0 = 1 0 -1 |.
1 1 -1 0 01 1 1 -2

Dato che questa matrice ha un minore di ordine 2 non nullo, per esempio:
1 0
e

concludiamo che p(M(f) —I) = 2 e che dimV; = dimR®> — p(M(f) = 1) =3 -2 =1 < m; = 2.
Quindi, per 1 = 0 f non & semplice.

Siah = 1. In tal caso, gli autovalorisono 1 conm; = 2e2conm, = 1. f € semplicesedim V; = m; =2
esedimV, = my = 1. Datoche1 < dimV; < m; =2echel < dimV, < mp = 1, vediamo che
f & semplice se dim V; = m; = 2. Per calcolare dim V; dobbiamo calcolare il rango della seguente

matrice:
21 -1 1 00 1 1 -1
M(f)—1= 1 2 -1 -1 01 0 = 1 1 -1 |.
1 1 0 0 01 1 1 -1

Dato che questa matrice ha tre righe uguali, concludiamo che p(M(f) —I) = 1 e che dimV; =
dimR3 — p(M(f) —I) =3 —1 =2 = my. Quindi, per h = 1 f & semplice.

Per calcolare f -1 (1,0,0), dobbiamo risolvere il sistema la cui matrice completa associata é:

2 b -1 1\ | 2 o -1 |1
1 h+1 —1 Jo | "= 1 1 o |-1 |.
1 1 k-1 0 0 W +h 0 |—h

Dunque, per h # 0, —1 p(A) = p(A|B) = 3, cosicché il sistema ammette 1 sola soluzione:

L
2x+hy—z=1 h+i
—x+y=-1 =Jy=———
(2 +h)yy = —h hil

Tyt

cioe perh # 0, —1:

fAOﬂﬂ):{(hif_hif_hil>}



Per h = 0 il sistema ridotto diventa:

2 0 -1 |1
11 0 |-1],
0 0 0 |0

da cui vediamo che il sistema ammette oo! soluzioni e quindi per i = 0:
1(1,0,0) = {(x,y,z2) eR¥|2x —z =1, —x +y= -1} = {(x,x — 1,2x — 1) € R%}.

Per h = —1 il sistema ridotto diventa:

da cui vediamo che il sistema non ammette soluzioni, essendo p(A) = 2 e p(A|B) = 3. Quindi, per
h=—1f"(1,0,0) = Q.

II

E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, X, ¥/, Z, u.

1) Datilarettar: x —y =z —1 =0, il piano w: y —z = 0 e il punto P = (1,2,0), determinare la retta
s ortogonale a 7T e passante per P. Mostrare che r e s sono complanari e determinare il piano che le
contiene.

2) Determinare la conica I tangente alla retta x — 2y = 0 nell’origine e alla retta x + 2y + 8 = 0 nel punto
(0, —4) e passante per il punto (—3,0). Mostrare che T & un’iperbole e determinare i suoi asintoti.

-1,
3) Studiare, al variare del parametro reale k, il fascio di quadriche di equazione:
x? 4 2hxy — hz* + 2y — 2z = 0.

Soluzione

1) Un vettore ortogonale al piano 7t & quello di componenti (0,1, —1). Quindji, (0,1, —1) sono i parametri
direttori della retta s che ha equazioni parametriche:

x=1
y=2+t
z = —t.

I parametri direttori di r sono (1,1,0). Quindi, dato che (0,1, —1) e (1,1,0) non sono proporzionali
conlcudiamo che r e s non sono parallele. Le due rette sono complanari se sono incidenti:

x—y=20 x=1

z—1=0 y=1
ris: ¢x=1 =<cz=1

y=2-+t 1=2+t

Quindi, ¥ N's = {(1,1,1)} e le due rette sono incidenti e complanari. Per determinare il piano che
contiene entrambe possiamo trovarlo come il piano contenente r e passante per P = (1,2,0). I piani
contenenti r hanno equazione:
Ax—y)+u(z—1) =0.
Imponiamo il passaggio per P:
AMl1=2)4+u(-1)=0=pu=—A.

Quindj, il piano contenente r e s ¢ il pianox —y —z+1 = 0.



2)

3)

Costruiamo il fascio di coniche individuato dalle due tangenti nell’origine e nel punto (0, —4). La
prima conica spezzata & (x — 2y)(x + 2y +8) = 0 e la seconda & x> = 0. Il fascio ha equazione:

Ax —2y) (x +2y + 8) + ux* = 0.

Troviamo I’ imponendo il passaggio per (—3,0):
1 1 1

16x* — 4y* 4+ 8x — 16y =0,

Quindi, I' ha equazione:

cioe:
4x% —y* +2x — 4y = 0.

4 0 1
B=|0 -1 -2
1 -2 0

La matrice associata alla conica &:

e si vede che |B| = —15 # 0. Quindi, T & una conica irriducibile. Inoltre:
4 0
|A\_’ 0 1 '_—4<0.

Quindi, I' & un’iperbole e, essendo Tr(A) = 3 # 0, non & equilatera. Per determinare gli asintoti di -y
ci serve il suo centro di simmetria, che ¢ individuato dalle prime due righe di B:

dx+1=0 _ [x= —1

—y—2=0 y=-2.
11 centro ¢ il punto C = (—;, —2). Gli asintoti sono le rette che congiungono C con i punti impropri
di I'. Troviamo questi punti:

4x? —y? + 2xt — 4yt = 0 L [y=F2
t=0 t=0.

Quindi, i punti impropri di I' sono (1,2,0) e (1, —2,0). Le rette che congiungono C = (—%, —2) con

questi due punti sono:
1 1
y+2=2|x+—-|ey+2=-2|x+—-],
4 4
cioe:

3 5
y:2x—§ey:—2x—§.

La matrice associata al fascio di quadriche é:

L 00 |IBl=h(h+1)=0 perh=—-1,0
B— h 0 0 1 N
100 —h -1 3 -
01 -1 0 |A|=h>=0 perh=0.
Quindi, le quadriche degeneri si hanno per & = —1,0. Consideriamo i casi particolari

- h=0 x?+2y—2z=0:sitratta di un cilindro, perché la matrice associata

10 0 O 10 0 O
B— 00 0 1 riducendo 00 0 1
00 0 -1 00 0 O
01 -1 0 01 -10

ha rango 3;



- h=-1 x*—2xy+z?+2y—2z=0: si tratta di un cono, perché |A| # 0.
Sia h # 0, —1. Dal polinomio caratteristico di A:

1-T h 0
PA(T)=| h T 0 = (=h—T)(T*> - T —h?),
0 0 —h-T

vediamo che gli autovalori non sono mai concordi, perché nell’equazione T> — T — h* = 0 si ha
—1 < 0e —h? < 0. Quindi non abbiamo mai un ellissoide. Avremo:

- h<—1,h>0 iperboloidi iperbolici;
- —1<h <0 iperboloidi ellittici.



