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Prova scritta di Algebra lineare e Geometria- 27 Settembre 2011

Durata della prova: tre ore.

E vietato uscire dall’aula prima di aver consegnato definitivamente il compito.

Usare solo carta fornita dal Dipartimento di Matematica e Informatica, riconsegnandola tutta.
E vietato consultare libri o appunti.

I

Nello spazio vettoriale R* sono assegnati il sottospazio vettoriale V = {(x,y,z,t) € R* | x —y —z + t = 0}
e 'endomorfismo f: R* — R* cosi definito:

f
fOlOl) (0,2,0,2)

o,
(
£(1,0,0,0) = (0,4,0,0)
£(0,0,1,0) = (1, —h,1,0).

,0)=1(0,3,-1,3)

1) Studiare f al variare del parametro reale /1, determinando in ciascun caso Im f e ker f e le loro
equazioni cartesiane.

2) Verificare che V C Im f per ogni valore di & € R.
3) Verificare che la restrizione di f a V induce un endomorfismo f’: V' — V indipendente dal parametro.
4) Studiare la semplicita di f’.

5) Verificare che f’ & autoaggiunto rispetto al prodotto scalare euclideo di R* e determinare una base di
autovettori di f'.

Soluzione

1) Dalle condizioni:

f(0,1,-1,0) = (0,3,-1,%)
f(0,1,0,1) = (0,1,0,1)
f(1,0,0,0) = (0,h,0,0)
£(0,0,1,0) = (1, —h,1,0).
otteniamo:
fle2) = fles) = (0,3, 1, %) f(er) = (0,1,0,0)
flea) + flea) = (0,1,0,1)  _ [ fle2) = (1,3 —10,3)
f(e1) = (0,1,0,0) f(es) = (1,—h,1,0)
f(e3) = (11 —h, 1/0) f(€4) = (_1/h + %’O’%)‘
Quindi:
0 1 1 -1
h 3—h —h h+1
MA=10 %0 1 o
o 3 0 3



Dato che |[M(f)| = —2h, concludiamo che per i # 0 f & un isomorfismo, cioe Im f = R* e ker f =
{(0,0,0,0) }. Vediamo che succede per h = 0:

01 1 -1 01 1 -1
_ 0 % 0 % riducendo 0 % 0 _%
MA=1081 0 — o020 o
030 3 000 0

Dunque, dimIm f = p(M(f)) = 3 e una base di Im f & data da [(1, %,O, %), (1,0,1,0), (-1, %,O,
Cerchiamo l'equazione cartesiana di Im f:

NI
~—

1 30 3
11 (1) é (3) =0&2x -2y —2z+2t=0.
2 2
x y z t

Dunque:
Imf={(xyzt) eR* | x—y—z+t=0}

In particolare, vediamo che Imf = V per h = 0. Per quel che riguarda il nucleo, sappiamo che
dimker f = dimR* — dimIm f = 1. Le sue equazioni cartesiane le ricaviamo direttamente dalla
matrice ottenuta riducendo M(f):
4 3 1
ker f ={(x,y,zt) e R* |y+z—t=0, Ey—itzo, 2y =0} =
={(x,y,zt) eR*|y=z=1t=0} = 2((1,0,0,0))

2) DatocheIm f = R* perh # 0echelm f = V per h = 0, allora e chiaro che V C Im f per ogni h.
3) Sappiamo che:
V={(y+z—tyzt) e R} =2((1,1,0,0),(1,0,1,0),(-1,0,0,1)).

Per vedere che la restrizione di f a V induce un endomorfismo di V al variare di h dobbiamo verificare
che f(V) C V per ogni h € R. Dal momento che:

f(v)=2(f(1,1,0,0),f(1,0,1,0), f(—1,0,0,1)),

dobbiamo vedere che f(1,1,0,0), f(1,0,1,0), f(—1,0,0,1) € V. Da:
1

0 1 —1 1 1

3 1 3

W3- —h he+} 1| _ |2
0 0 1 0 0 0 ’

1

o 53 0 3 0 2

abbiamo che f(1,1,0,0) = (1, %, 0, %) e (1, %, 0, %) € V perché verifica la sua equazione cartesiana.
Da:

0 1 1 -1 1 1
h 3—h —h h+1 o] (o
0 0 1 0 1 o 1 !
1 3
o 1 o 3 0 0
abbiamo che f(1,0,1,0) = (1,0,1,0) € V
Da:
0 1 1 -1 —1 -1
h 3—h —h h+1 o |_| 2
0 0 1 0 0 0 ¢
1 3 3
0o 52 0 3 1 >



4)

abbiamo che f(—1,0,0,1) = (—1, %,O, %) e (-1, %,O, %) € V perché verifica la sua equazione cartesia-
na. Quindi:
V)= 201,205, 1,0,1,0), (=1, 1,03 c v
- 7 2/ 7 2 V4 7 7 7 7 4 2/ 7 2 _=
e abbiamo un endomorfismo f’: V — V dato da:
3 1
"(1,1 =(1,=,0, =
f(/ /O/O) (/21012)
f’(l,O,l,O) =(1,0,1,0)
1 3
,_1 /1 - _1/7/ 7~/
F(-1,001) = (-1,,,0,)

Dal momento che il parametro # non compare in nessuna delle immagini dei vettori della base di V,
¢ evidente che f’ & indipendente dal parametro h.

Detta A = [(1,1,0,0),(1,0,1,0),(—1,0,0,1)] la base di V considerata in precedenza, vogliamo scri-
vere M (f). Per farlo, ci servono [f(1,1,0,0)]., [f(1,0,1,0)] ., e [f(—1,0,0,1)].,. Il generico vettore
diVe(y+z—tyzt)e:

(y+z—tyzt) =y(1,1,00)+2(1,0,1,0) +£(—1,0,0,1).

Questo significa che [(y+z —t,1,2,t)] o = (y,2,t). Quindi:
3 .1 3 1

! _ e - — (= -
[f (1’ 1’ O’ 0)](’{ - [(1’ 2’0’ 2)]127 (2’0’ 2)
[f'(1,0,1,0)]» = [(1,0,1,0)]» = (0,1,0)
= - to3y, =(Lo3
(1,00, 1))y = [(-1,5,0, )] = (5,0,5)
e: s .
3 0 1
2 2
M”(f’)(() 1 o).
1 g 3
2 2
Calcoliamo il suo polinomio caratteristico:
-1 0}
P(T)=| 0 1-T 0 |[=(T-1)*2-T).
! 0 3-T
Calcoliamo V;. Da:
L g 1
2 2
M7 (f)—1= ( 00 0)
1 g1
2 2
vediamo che dim V; = dim V — p(M“ (') — I) = 2 = my. Quindji, f’ & semplice e:
Vi={veV |y =(abc), §+% =0} ={veV|[vy=(ab—a)}=

=%((1,0,-1),,(0,1,0)) = £((1,1,0,0) — (-1,0,0,1),(1,0,1,0)) = £((2,1,0,—1),(1,0,1,0)).

Per T = 2, abbiamo:

0 —
Vo={veV|[v]s=(abc), —% +% =0,-b=0}={veV|[vsg=(a04a)}=
=2((1,01)y) =2((1,1,0,0)+ (-1,0,0,1)) = £((0,1,0,1)).

—~

Quindi, una base di autovettori di f’ e [(2,1,0,—1),(1,0,1,0),(0,1,0,1)].



5)

DaV; = .#((2,1,0,-1),(1,0,1,0)), Vo = £((0,1,0,1)) e:
(2,1,0,—1) - (0,1,0,1) = 0
(1,0,1,0) - (0,1,0,1) =0,

vediamo che V5 L V5. Questo ci dice che esiste una base ortogonale di autovettori per f’. Infatti, sap-
piamo che esiste per Gram-Schmidt una base ortogonale [u1, uz]| per V; e, allora, sara [uq,u, (0,1,0,1)]
una base ortogonale di autovettori per f' e f’ ¢, dunque, autoaggiunto.

II

E assegnato nello spazio un sistema di riferimento cartesiano ortogonale O, X, ¥/, Z, u.

1y

2)

3)

1)

2)

Detta r la retta di equazioni x —z = y +z — 1 = 0, determinare la sua proiezione ortogonale sul piano
z=0.

Determinare e studiare il fascio di coniche tangenti agli assi X e j/ nei punti in cui essi secano la retta
s: x+y—1=2z=0.In particolare, dire se in tale fascio esistono iperboli equilatere o circonferenze.

Determinare e studiare il fascio di quadriche contenenti la conica di equazioni:

x+y—1=0
(x—2)z=0

e tangenti al piano improprio nel punto improprio dell’asse .
Soluzione

La proiezione ortogonale di r sul piano 7t & l'intersezione di 7t con il piano 7’ contenente r e ortogo-
nale a 7t. I piani contenenti » hanno equazione:

AMx—z)+uly+z—1)=0=Ax+uy+ (—A+u)z— A =0.
Il piano 7t & quello tale che il vettore di componenti (A, i, —A + u) e il vettore di componenti (0,0,1)
sono ortogonali. Quindi, deve essere:
—A+u=0.
Dunque, 77" x +y — 1 = 0 e la retta cercata &:

x+y—1=0
z=0.

Le uniche coniche spezzate del fascio sono la conica xy = 0, che € 'unione delle due tangenti, e la
conica (x +y — 1)? = 0, che ¢ la conica individuata dalla retta congiungente i due punti di tangenza.
Dungque, il fascio di coniche ha equazione:

Axy+u(x+y—1)2=0.

Poniamo h = ;‘7 e osserviamo che in questo modo stiamo escludendo la conica spezzata che si ottiene
per u = 0, che & xy = 0. Quindi, possiamo scrivere I'equazione del fascio di coniche:

X+ (h+2)xy+y*—2x —2y+1=0.

Sappiamo gia che le uniche coniche spezzate del fascio sono quella di equazione xy = 0 e la conica
(x+y—1)? = 0, che si ottiene per & = 0. Dunque, per h # 0 otteniamo coniche irriducibili. Passiamo
a calcolare | A| per classificare le coniche:

1 B2k —4h

A=l 1 =g
Quindi, |A] > 0 per —4 < h < 0, caso in cui abbiamo un’ellisse. Per i = —2 otteniamo una
circonferenza, perché a1 = axp eajp =0. |A| =0perh =0eh = —4. Per h = 0 abbiamo una conica
spezzata, mentre per i = —4 abbiamo una parabola. |A| < 0 per h < —4 e h > 0 e otteniamo delle

iperboli. Dato che Tr(A) = a11 + ax» = 2 # 0, non ci sono iperboli equilatere nel fascio.



3) Le quadriche contenenti la conica data hanno equazione:
(x+y—1)(ax+by+cz+d)+ (x—z)z=0

= ax®*+ (a+b)xy+ (c+1D)xz+by* +cyz— 2>+ (d—a)x + (d —b)y —cz —d = 0.

La matrice associata e:

g atb ctl d—a
ST T A
B = c—%—l c 2 20
2o a2 ! 2
—a — C
7 7 2 d
Il piano tangente nel punto (0,1,0,0) & dato dal prodotto:
aro b c a—-bv y
(0100)%%_21_2% Y=o
d— d—b
5 5 -5 —d t

Vogliamo che questo piano sia t = 0. Quindi, deve essere:

%:0 a=20
b=0 =<b=0
5=0 c=0.

Quindi, le quadriche cercate hanno equazione:
xz—z> +dx+dy—d=0.

Una semplice verifica mostra che queste quadriche passano effettivamente per il punto (0,1,0,0). La
matrice associata e:

oo i 4
a
B ? o o ¢
1o -1 0

d d
2 2 0 —d

Si vede che |B| = % e che |A| = 0. Quindji, per d # 0 abbiamo dei parabolidi iperbolici, mentre per
d = 0 abbiamo la quadrica spezzata (x —z)z = 0.



