Appendice A

Un Algoritmo per la Selezione

della Mediana Approssimata

In questa appendice introdurremo brevemente uno dei risultati conseguiti nel
campo degli algoritmi approssimati, relativamente a classico problema della
selezione della mediana. In particolare s € realizzato un algoritmo atamente
competitivo, facile da implementare e tale da lavorare in-place, senza cioe
richiedere ulteriore spazio rispetto a quello occupato dai dati stessi. Le prestazioni
sono tali da garantire valori molto vicini alla mediana effettiva, con dta
probabilita, con una complessita media pari a 4/3n nel numero dei confronti ed
1/3n nel numero degli scambi richiesti.

Da punto di vista strettamente legato alla computer graphics, I'agoritmo s

presta bene alla realizzazione di un filtro di smoothing, il cosiddetto filtro
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mediana, soprattutto con maschere di convoluzione di dimensioni medio-grandi.
In letteratura & possibile trovare un'innumerevole serie di lavori che trattano il
problema della selezione della mediana esatta con algoritmi in-place. Il miglior
upper bound conosciuto (Dor, Zwick - 1999) é di 3n sul numero dei confronti nel
caso peggiore (worst case) ma presenta notevoli difficoltaimplementative.
L'algoritmo approssimato proposto invece oltre ad essere nettamente piu veloce
(3/2n nel numero dei confronti e 1/2n nel numero degli scambi nel caso peggiore)
S presta ad un immediata implementazione e restituisce valori che approssimano

la mediana con alta precisione.

1. L'Algoritmo

E' conveniente distinguere il caso in cui la cardinalita dell'insieme di input &

unapotenzadi 3 dal caso piu generale.

- Selacardinaita dell'insieme di input € una potenza di 3, denotiamo con r
il numero intero tale che n=3" . L'algoritmo procede in r passi, durante i
quali divide I'input in sottoinsiemi di cardinaita 3, ne calcola la
mediana esatta |ocale che viene promossa al passo successivo. L'algoritmo
continua ricorsivamente, utilizzando i risultati locali per calcolare la
mediana approssimata dell'intero inseme di partenza. Per diminuire il
numero degli scambi gli elementi scelti a ciascun passo non vengono mossi
dalla loro originale tripletta. Cio introduce qualche manipolazione degli
indici ma é spesso vantaggioso in termini di complessita. In Fig.1
mostriamo lo pseudo codice dell'algoritmo. La procedura Triplet Adjust
trova la mediana delle triplette che sono indicizzate da due parametri: il

primo, detto i, denota la posizione dell'elemento piu a sinistra delle triplette
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Approximate Median Algorithm

Triplet_ Adjust(A, i, Sep)

Questa procedura sopsta la mediana di una tripletta i cui elementi hanno posto

Ali], Alj], ALK] nella posizione di mezzo.

j=i+ Sep
k=i+2Sep

If (ALI]<A[]])
then
If (A[K] < A[i] ) then Swap( Ali] Alj] );
3y elself (A[K] < A[j] ) then Swap( Alj] . A[K] );
se
If (A[i] < AIK] ) then Swap( A[i],Alj] );
elseIf (A[K] > A[j] ) then Swap( Alj] . ALK] );

Approximate_Median(A, r)

Questa procedura restuituisce la mediana approssimata dell'array A[O, ..., 3" -1].

Sep=1;
Sze= 3

Repest r times
i = (Step-1)/2;
Whilei < Szedo
Triplet_ Adjust(A, i, Sep)
i=i+(3 Step);
End while;
Sep=3 Sep;
End Repeat;
Return A[(Sze-1)/2];

Figura 1. Pseudo codice dell'algoritmo per la mediana approssimata per n= 3", rT N.

nell'array, mentre il secondo, Sep, € la relativa distanza tra gli elementi
della tripletta. Con tale implementazione la mediana di ciascuna tripletta &
sempre inserita nella posizione di  mezzo. La procedura
Appproximate_Median consiste semplicemente di successive chiamate a

Triplet_Adjust.
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- Se la cardinaita dell'insieme di input non ricade nel caso precedente
['algoritmo pud comunque facilmente essere generalizzato nel modo piu
naturale. Sian il numero di elementi di cui si vuole calcolare |la mediana dove
n= 3xt+ k ki {0, 1, 2}. E' possibile dividere gli elementi in t-1 triplette pid
una tupla di (3+k) elementi. Le prime vengono processate con la procedura
Triplet_Adjust di cui sopra, I'ultima tupla viene invece ordinata direttamente e
ne viene estratta la mediana esatta. Si procede iterativamente in questo modo
utilizzando i risultati di ciascun passo come input per il successivo. Quando il
numero di elementi "sopravvissuti”, scende a di sotto di una certa soglia, s
ordinano gli elementi e se ne calcola cosi la mediana esatta. Per garantire un
certo equilibrio statistico, gli elementi vengono scanditi alternandone la

direzione (destra-sinistra, sinistra-destra) ad ogni passo.

2. Analis dell' Algoritmo: Complessita e Performance

Cio che é piu dispendioso in termini strettamente computazionali € legato a
numero di confronti e di scambi eseguiti nella procedura Triplet_Adjust volti ala
determinazione della mediana locale. L'analis di complessita della procedura
Approximate_Median e quindi direttamente ricavata direttamente da un'accurata
analisi di questi due parametri. La complessita computazionale che ne viene fuori
e lineare, ma l'algoritmo si distingue per la semplicita del suo codice e per la sua
efficienza (legata al basso valore raggiunto della costante moltiplicativa in
oggetto). Se consideriamo I'algoritmo di base di Fig. 1, per n= 3, rI Ns hannoii
seguenti risultati, la cui dimostrazione puo essere trovata direttamente in (Battiato,

Cantone, Catalano, Cincotti, Hofri - 1999):
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Teorema 1. Dato in input un insieme di cardinalitan = 3, rl N, l'algoritmo
Approximate Median ha una complessita nel caso medio (analisi average-case)

pari a 4/3 n nel numero dei confronti e 1/3 n nel numero degli scambi.

Teorema 2. Dato in input un insieme di cardinalitan = 3, rl N, 'algoritmo
Approximate_Median ha una complessita nel caso peggiore (analisi worst-case)

pari a 3/2 n nel numero dei confronti e 1/2 n nel numero degli scambi.

Oltre dl'analis di complessita risulta fondamentale nello studio degli algoritmi
approssimati I'analis probabilistica legata alla precisione dei risultati. Nel caso
dell'algoritmo Approximate Median di Fig.1 s noti come innanzitutto sia
possibile riuscire a trovare un range certo sul rank dell'output, semplicemente
osservando |'albero di ricorsione costruito dall'algoritmo. Sia n(n) il numero di
elementi "piccoli" (e simmetricamente "grandi") in termini di rank, che non
possono essere selezionati dall'algoritmo. Si dimostra che, detto x ['output
dell'agoritmo di Fig.1 ne segue necessariamente:

n(n) < rank(x) < n-n(n) + 1 Q)
dove:

n(n)=2°%"-1

Il secondo algoritmo, per n generici, i comporta in maniera del tutto simile
eccetto per i valori iniziai e per il fatto che viene necessariamente a mancare la
simmetria.

Sfortunatamente questi range non sono poi cosi grandi. Cio risulta ancora piu

evidente considerando il rapporto n(n)/n che & approssimativamente pari a
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(2/3)'%%". Quindi per n = 3* = 27 i piu piccoli (e i piti grandi) 7 elementi non
vengono selezionati ben il 52% del totale; tale valore perod diventa pari a 17.30%
per n = 3° = 729 e soltanto dell'1.73% per n = 3'2 = 531441.

L'effettiva bonta dell'algoritmo viene valutata quindi in termini probabilistici,
studiando opportunamente |la seguente la seguente funzione di probabilita:

P(2= Pr[zn < rank(x) < (1-2n +1] 2

perO£ z£ 1/2.

Allo stato attuale non esiste una forma chiusa ed analitica di tale funzione, ma
sia le approssimazioni seguite ad un analisi teorico statistica sia i risultati
sperimentali mostrano chiaramente che a crescere del numero di elementi la
distribuzione di probabilita della funzione (2) tende alla distribuzione normale.

Nella tabella che segue acuni risultati sperimentali evidenziano il
comportamento statistico della deviazione d della mediana approssimata da quella

esatta. In particolare:

d= ‘Mexact - Mapprox

| numeri nella tabella sono valori normalizzati di d espressi in percentuale e
indicati con il ssmbolo dy, (il valore O indica la mediana esatta mentre il valore
100 il numero piu piccolo o pit grande dell'array di input). Nel caso di array con
cardinalita diversa da una potenza di tre utilizzano il valore 8 come vaore di
soglia. Ciascuna entry nella tabella s riferisce ad una media di 5000 prove

eseguite su array con permutazioni pseudo-random di interi.
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n Avg. | s Avg. + 2s | Range (95%) | (Min-Max)
50 [10.27|7.89 | 26.05 24.49 0.00-44.90
100 | 845 | 663 | 21.70 20.20 0.00-48.48
3 | 674|513 | 17.00 16.53 0.00-38.02
500 |5.80 |441| 14.63 14.03 0.00-29.06
3® 1483|371 1226 12.09 0.00-24.73
1000 | 4.70 | 366 | 12.02 11.61 0.00-23.62
3" | 332|254 8.41 8.05 0.00-16.83
5000 | 2.71 | 2.10 6.91 6.72 0.00-17.20
P 1231|175 5.81 5.67 0.00-11.95
10000 | 2.53 | 1.86 6.24 6.04 0.00-11.38
3° | 158|118 3.94 3.86 0.00-6.78

Le colonne di tale tabella indicano rispettivamente:

- nlacardinaitadell'insieme di input;

- Avglamediadi dy sul campione;

- s l'errore-standard di do;

- Range (95%) lo spazio in termini di distanza dalla mediana esatta in cui

ricadono il 95% dei valori restituiti dall'agoritmo;

- (Min-Max) gli estremi osservati su dy.

Le ultime due colonne, in particolare ci mostrano la vicinanza della

distribuzione in oggetto con quella Gaussiana.

3. Conclusioni

Si é presentato un algoritmo per la ricerca della mediana approssimata, che

risulta essere competitivo dal punto di vista computazionale a dispetto della
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relativa semplicita dell'idea di base. Inoltre & alo studio una versione estesa
dell'algoritmo volto a selezionare il k-esimo elemento.

E' nostra intenzione riuscire ad eseguire una serie di prove comparate volte a
confrontare le performance di tale algoritmo, con le tecniche attualmente piu

diffuse, nell'applicazione aimmagini digitali del relativo filtro di smoothing.
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