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Introduzione

Una funzione periodica puo essere
espressa come somma di seni e/o coseni
di differenti frequenze e ampiezz8drie

di Fourier).

Anche una funzione non periodica,
(sotto certe condiziohi puo esserq
espressa come integrale di seni
coseni, moltiplicati per opportune
funzioni-peso {rasformata di Fourier).

Multimedia — Prof. S. Battiato IMAGE PROCESSING LABORATORY




Introduzione

Entrambe le rappresentazioni, condividono il fatto che
una funzione possa essere “ricostruitaégovered con

un semplice processo di inversione senza perdita di
informazione. E’ cioe possibile lavorare nel cosiddetto
dominio di Fourier e tornare nel dominio originale della
funzione in maniera del tutto naturale.

Inizialmente l'analisi di Fourier trovo applicazione nel

campo della diffusione del calore dove permise la
formulazione e la risoluzione di equazioni differenziali d

alcuni fenomeni fisici in maniera del tutto originale.
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Introduzione

Con l'avvento della=FT (Fast Fourier Trasform) il settore
dell’elaborazione digitale dei segna$P — Digital Signal
Processing ha subito una vera e propria rivoluzione, ed oggi
guesti concetti trovano applicazione nei piu svariati camp
industriali, dalla medicina, alle telecomunicazioni, ecc

Frequency domain filtering operation

, Filter Inverse
Fourier - .
transform function Fourier
o ‘ H(uw,v) ‘ transform
@ Flu,v) H{u, v)F(u,v) @
flx. ) glx,y)
Input Enhanced

image image
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La Trasformata di Fourier (1)

Benche altre trasformate siano oggi di uso frequente in molte applicazioni
(restauro, codifica, descrizione di caratteristiche), la trashdamdi
Fourier mantiene un ruolo cardine nethiage processinglLa trasformata
di Fourier di unafunzione continua f(x) di variabile reale x sotto
opportune ipotesi di continuitae definita come:

+¥

Af(X} =F(u)= f(x)e '"#dx
- ¥

-i2 _ .- .
Ricordandoche € '“™ =cos2pux- i sin2pux
la F(u) € composta dalla somma dnfiniti termini sinusoidali e

cosinusoidali, e ogni valore didetermina la frequenza della coppia seno-
coseno corrispondente.
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La Trasformata di Fourier (2)

Data laF(u) e possibile risalire #(x) tramite I'antitrasformata
definita dalla seguente formula:

AYF(u)} = f(x) = +¥F(u)e‘2"“xdu

- ¥
La trasformata e la antitrasformata esistonof(®@ € continua e

integrabile e sé-(u) e integrabile. Sé&(x) e realeF(u) € in generale
complessa.

In pratica la trasformata di Fourier riorganizza i dati in un altro
spazio: lo spazio dellrequenze
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Grandezze fondamentali

Essendo una funzione compless&(la puo essere scritta
come

F(u) = R(u) +il (u) =|F (u)|e"”
dove:
F(u)| = \/[Rz(u) +1%(u)] Spettrodella Trasformata

f(u)=tan?! | (u) Angolo di fase
P(u) = |F (u)|2 Potenza(o Densita) Spettrale
O
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Estensione al 2-D

E' immediata l'estensione al caso bidimensionale. Le
condizioni di esistenza sono la continuita e l'integrdaili
della f(x,y) e lintegrabilita dellaF(u,v). u e v sono le
variabili frequenze, definite ngiano delle frequenze.

¥ .
ALF(XGY) =F(uv) = f(x y)e 2P Wdydy
- ¥
’ ¥ .
AYEWV))=f(xy)= F(u,v)e?Wdudy
- ¥
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Estensione al 2-D

Spettro della Trasformata |F(u,v)| = JR2(U,v) + 12(u,v)

o (u,
Angolo di Fase f(u,v) =tan R((Lljj’\\//))

Potenza Spettrale P(u,v) = |F (u,v)|" = R*(u,v) + 12(u,v)
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Discrete Fourier Transform
Una funzione continu§(x) e discretizzata in una sequenza
{ (%), (X, +Dx), f(x,+2Dx),..., f (X, +[N - 1]Dx)}

consideranddN campioni distanti x. Pertanto la funzione di variabile
discretax si puo scrivere come

f(X)=f(x,+xDx) x=0L..,N-1

[ [(xo + Ax)
| f(xg + 2Ax)

f(xo + 3Ax) flxo + (N 1)Ax]

l ———————
i \ ,/’\///ﬁ\\\\\
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Discrete Fourier Transform

In altri termini nel caso discreto 1-D I&X) diventa una sequenza di
campioni uniformemente distanziati dk: f(0), f(1), f(2), ..., f(N-1).

Con questa notazione, la coppia di trasformate discrete nel caso 1-D &

seguente: 1 N-1 - i20ux
Fu=— f(xe N peru=01..,.N-1
N x=0
N-1 12pux
f(x)= F(u)eN perx=0L...,N-1

u=0
Anche la frequenza e una variabile discreta. In analogia a quanto visto per

la f(x), i valoriu=0, 1, ..., N-1 nella DFT corrispondono ai campioni della
trasformata continua per Oy, 2 u, ..., (N-1) u

Quindi F(u) rappresentd(u u), cosi comef(x) rappresentd(x,+x X). La
differenza e che il campionamento B{u) comincia nell'origine deIIasse

frequenza. /‘/\
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Discrete Fourier Transform

La relazione trdu e Dx e la seguente: DU = 1

NDx

Nel caso 2-D la coppia trasformata antitrasformata della sequenz:
bidimensionald(x,y) assume la seguente forma:

1 M-1IN-1 ,ZP(ES,W)
F(u,v) =—— f(xye M N peru=0,1,.M-1v=0,1,..N-1
x=0 y=0
M-1N-1 i2p(X+ VY
f(x,y)= F(uvie M N perx=01..,M-1y=01]..N-1
u=0 v=0

u e v sono gli indici relativi agli assi frequenze discretizzati, memtre N
sono le dimensioni (in pixel) dell'immagine. Il campionamento della
f(x,y) ha luogo nei punti di una griglia bidimensionale, con passe .

Per laF(u,v) valgono considerazioni analoghe a quelle fatte nel caso

monodimensionale. /‘/l\
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Discrete Fourier Transform

In particolare il campionamento delig,y) viene eseguito su
una griglia 2-D (con opporturidx, Dy).

La funzione discretaf(x,y) rappresenta campioni della
funzionef(x,+xDx, y,+yDy) perx=0, 1, 2, ...,M-1 e y=0, 1,
2, ...,N-1.

Le relazioni traDx e Du e traDy e Dv sono le seguenti

1 1

Du = , Dv=—
M Dx NDy
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Discrete Fourier Transform

Infine quando le immagini sono campionate su una
griglia quadrata1=N, Dx=Dy) otteniamo:

1 N-IN-1 - i2p (WX
F(u,v) =— f(x y)e N peruv=0,1,..N-1
x=0y=0
N-1IN-1 2p UKy
f(xy)=— Fiuve N " perxy=01..N-1
u=0v=0
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Analisi di forme d’onda — lo spettro

Riassumendo:

segnale periodico di frequenzaf | segnale non periodico
A A
100 100
fo
50 50
! > >
250 500 750 250 500 750
Il segnale € una somma di sinusoidi Il segnale € una somma di sinusoidi
di frequenza multiple intere della di tutte le frequenze.

frequenza del segnaleylf Lo spettro e formato da una linea

Lo spettro € formato da bande continua.
equidistanti. -
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Esempio 1-D
fix) fx) = flxy +xAx)

025 030 075 1.00 1.25 1350 X 0 X

1 2 3 4
ID .T-_ Il 'T3 Xy

La f(X) viene campionata a partire dg= 0.5, con x= 0.25, ottenendo |
cinque campioni mostratl Appllcando fru):

F(0)== Zf(r)eap[ﬂ]— L £+ f)+ fQ)+ G+ f)]

:%[2+3+3+4+2.8]:2.96

FQ)= %éf(-\’) L?Xp{— j2n %] = %{2 exp[0]+3 exp[— jZ%J
+3exp[— j4%]+ 4exp[ JTGV}, 2 gexpl fg%ﬂ /\/l\
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Esempio 1-D
F(l):é[2+3exlai_—f2%]

+3 exp[— JMA%] + 4expi_— j6?%} +2.8 expi_— f&%ﬂ -

=-0.3742+ ;0.0795

FQ =13 f(exp

4_ -
FG)=1Y f(exp|
~ x=0

F =12 f(exp

Tutti i valori della f(x) contribuiscono alla costruzione di ciascuno dei
campioni dellaF(u). Analogamente, tutti i campioni della trasformata
contribuiscono, durante la antitrasformazione, a ciascuno dei valoa dell
f(x). | campioni dellaF(u) sono in genere complessi, per cui ciascuno di

essi ha un modulo e una fase.

F(0)|=296 |[F@)|=+03742+00798 =03825 ecc. ",
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Esempi

Un esempio di trasformata discreta nel caso 1-D: iampulso
approssimato da un rettangolo di lato 10 e altezza 2, su una finestra

complessiva di 256 valori dk:

0 50 1on 150 200 250

flx).x=0, ...,

-2
hn
hn
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Esempi

Un esempio di trasformata discreta nel caso 2-D:impulso
approssimato da un piccolo cerchio bianco su fondo nero, in
un’immagine di circa 200 x 200 pixels. | differenti livelli drigio
nellimmagine di intensita dell@pettroevidenziano le ampiezze
decrescenti dei diversi lobi.
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Range dinamico

Quando si visualizza lo spettro di Fourier come immagine di intensita, ess
manifesta in genere una dinamica molto piu grande di quella riproducibile
su un tipico display, per cui solo le parti piu luminose dello spettro
risultano visibili.

Per esempio, lo spettro dellimmagine Hena varia tra 0 (circa) e
6.47x10. Effettuando la normalizzazione necessaria per visualizzarlo cor
L=256 livelli di grigio, solo pochissime parti molto luminose sono visibili.

A ci0o si pud ovviare, come € noto, mediante ur@mpressiondali tipo
logaritmico, visualizzando, invece che lo spettro, una funzione del tipo:

D(u,v)=c log(1+ F(u,v)|)

C € una costante di scala, che va scelta opportunamente per far ricader:
valori trasformati nel range voluto, cioe in [0;1]
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Range dinamico

Poiché 0 <|F(u,v)k R = 6.47x10, si ha 0 <D(u,vkclog(1+R). Dato
cheR>>1, come peraltro avviene normalmente per lo spettro di Fourier
di una immagine, si puo porre log R=L-1, da cuic= (L-1)/log R=
255/log(6.47x16) = 16.26

PertantoD(u,V) ha tutti i valori nell’intervallo [0, 255], e ci0O consente
la visualizzazione di molti piu dettagli.

F(u,v)| D(u,v)

\
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Esempi

fley) | F (1, v)| D (u,v)
Un esempio di trasformata di immagine reale (256x256 piX&h6 livelli).
L'informazione associata alla fase € in realta molto piu emg@nte di quanto non
appaia da questo esempio. Nello spazio di Fourier € comeimen#igine fosse
osservata da un differente punto di vista: ogni punto nelidmmrasformato contiene
due pezzi di informazione, uno relativo alla ampiezza e wativo alla fase di una
struttura periodica. La fase contiene linformazione ag&de per la struttura
dellimmagine, quella cioé relativa alove le strutture periodiche evidenziate nella
DFT sono collocate. Lampiezza, invece, contiene solddiimazione relativa al fatto
che una certa struttura periodica e presente nellimmadiaevisualizzazigne dello
spettro riguarda in realta una versione compressa logaatmente di F(u,v
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Trasformate di Fourier: vantaggi

Che vantaggio si puo ottenere dalla trasformateodrier?

Nello spazio delle frequenze € possibile:
sopprimere frequenze indesiderate

ridurre lo spazio occupato dai dati pur limitando la degenerazione
del segnale (JPEG, MPEG, DivX, MP3)

rigenerare segnali degradati
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Esempi sulle Immagini (1)
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Esempi sulle Immagini (2)

%H\HHH\HHHHHHHHHH\
=

==
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Discussioni

La trasformazione diretta puo essere vista come un process@lisi:

il segnalef(x) viene scomposto nelle sue componenti elementari, che
sono nella forma devettori di base. | coefficienti della trasformata
specificano quanto di ogni componente di base € presente nel segnale.

Nella trasformazione inversa, mediante un processacsidiesi il
segnale viene ricostruito, come somma pesata delle componenti di
base: il peso di ogni vettore di base nella ricostruzione del segnale é
rappresentato dal corrispondente coefficiente della trasformata.

Il coefficiente della trasformata € una misura della correlazioael tr
segnale ed il corrispondente vettore di base. La trasformazione non
comporta perdita di informazione: essa fornisce solo una

rappresentazione alternativa del segnale originale.
Cl
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Trasformate

Oltre a quella di Fourier, diverse trasformate utilizzate
nellimage processing, con largo impiego nel restauro e,
soprattutto, nella compressione, appartengono alla elass
delle trasformatenitarie. Fra queste ricordiamo:

La trasformata discreta di Walsh (DWT)

La trasformata discreta di Hadamard (DHT)

La trasformata discreta del Coseno (DCT)

La trasformata discreta di Karhunen Loeve (KLT)
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Un tipico sistema di compressione

Transform
Coding Quantization Entropy

Encoding

» La compressione si realizza principalmente nel processo di
guantizzazione.

» La compressione si basa tipicamente su un codificatore
entropico che tipicamente si basa su tecniche di ru‘g-length
coding combinate con codici di Huffman.
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Trasformata DCT

Un esempio di trasformata molto utilizzata In
compressione e la DCT (Discrete Cosine
Transform)

7 7
F(u,v) = 1C(U)C(V) f(xy) cosZXHHup cos(2y+1)v'0
4 x=0y=0 16 16

7 7
f(x,y)= % C(U)C(V)F(u,v) cos(zx Ié) up cos(zyié)v’a
u=0v=0

dove;

C(u),C(v) = 1 peru,v=0;

V2

C(u),C(v) =1 altrimenti
Em
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JPEG

JPEG img

—

YCbCr

Quantization Huffman
Table table
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DCT

DC Coefficient

Le 64 (8 x 8) funzioni di base
della DCT

-
: VI
Multimedia m
Esercizio
Scrivere uno script Matlab che
visualizzi le basi della DCT al variare
della dimensione dell’input (2  K*2K)
/\/.\
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Immagini vs. DCT

| coefficienti DCT possono essere visti come dei “pesi” associati a
opportune funzioni periodiche che formano una base nello spazio delle
frequenze e permettono di ricostruire cosi il segnale spaziale, lavorand:

su blocchi 8x8:

Original image block DC (flat) basis function AC basis functions
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DCT example
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DCT Quantization

| coefficienti DCT sono quantizzati ad un numero
limitato di livelli.

La quantizzazione e necessaria per ridurre il numero di
bit per campione.

Example:

101000 = 40 (6 bits precision) ®
Truncates to 4 bits = 1000 = 8 (4 bits
precision).

i.e. 40/5 = 8, there is a constant N=5,
or the quantization or quality factor .

Multimedia

Quantization step

Dead zone . ) . .
e It is possible to approximate the statistical

t distribution of the AC DCT coefficients, both
luminance and chrominance components, of a
8x8 block, by a Laplacian distribution in the
following way:

/ \\ pi(x): / i /2 e/i|x| | = 1’ 2’ s 64,

>
>

where:
/= sqrt(2)/s; ;
EXAMPLE: S; = i-th DCT standard deviation

Q(u,v)= 8; Quantization Step
Round(256/8)= 32 Intervals;
[0, 8, 16, 24, 32, 40, ..., 256] - Reconstruction\ads
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Edmund Y. Lam, , Joseph W. Goodman - A Mathematical Analysis of the DCT
Coefficient Distributions for Images — IEEE Trans. On Image Processing, Vol.9,
No. 10, 2000

Esercizio: Verificarlo sul dataset KODAK in Matlab (Che succede su immagini

TEXT?)
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Standard Q-tables

L’'occhio umano e piu sensibile alle basse frequenze (upper left corner)
mentre o € meno reispetto alle alte frequenze (lower right corner)

Luminance Quantization Table = Chrominance Quantization Table

16111016 24 40 51 61 1718 24 47 99 99 99 99
12121419 26 58 60 55 18 21 26 66 99 99 99 99
14131624 40 57 69 56 24 26 56 99 99 99 99 99
14172229 51 87 80 62 47 66 99 99 99 99 99 99
1822 37 56 68 109 103 77 99 99 99 99 99 99 99 99
24355564 81 104113 92 99 99 99 99 99 99 99 99
49 64 78 87 103 121 120 101 99 99 99 99 99 99 99 99
72929598 112 100103 99 99 99 99 99 99 99 99 99

| numeri delle tabelle possono essere scalati positivamente (o
negativamente) attravero il cosiddetfuality Factor QF. (i.e. Q*(u,v)=

QF x Q(u,v))

Tabelle di quantizzazione non standard possono essere specificat
nell’header
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Quantized DCT

Z; = round( Y / qij)

Multimedia

Zig-Zag Ordering

Dopo la fase di quantizzazione viene separato il coefftei®&C dai
coefficienti AC che invece vengono riordinati in un formdtd (8
X 8 a1l x 64) utilizzando una scansione a zig-zagile a generare
lunghe “stringhe” (run) di coefficienti nulli.
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JPEG Baseline Encoding/Decoding Process

Color Transform (RGB®& YCDbCir);
Image Partition;
Discrete Cosine Transform;
Quantization;
DC Coefficient Encoding;
Zig-zag ordering of AC Coefficients;
Entropy Coding.
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Alcune proprieta della DFT 2-D

Separabilita
Traslazione

Periodicita and Simmetria Coniugata
Valor Medio
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Separabilita

La trasformata di Fourier discreta puo essere espressanmfo
separabile. In particolare vale la seguente espressione:

1 N-1
F(U,V):W g(x,v)e N
x=0

1 N-1 - 12pvy
dove: g(x,v) =N N f(x,y)e N

Il principale vantaggio delle proprieta di separabilitahe ¢aF(u,v)
puo essere ottenuta applicando in due passi successiasfarimata
1-D.
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Separabilita

Per ogni valore dx, I'espressione in parentesi € una trasformata 1-D nel
dominio div (conv= 0, 1, ...,,N-1). Pertanto la funzione 2-B(x,V) e
ottenuta effettuando un@asformata lungo ogni riga della f(x,y) e
moltiplicando il risultato peN;

F(u,v) € a questo punto calcolata effettuando una trasformata lungo
ogni colonna diF(x,V);

Lo stesso risultato puo essere ottenuto trasformando prima per colonne
e poi per righe. Considerazioni del tutto analoghe possono essere fatte
per la trasformazione inversa.
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Traslazione (1)

E’ possibile dimostrare che:

12p (UgX+VpY) A
f(x,y)e N U F(u- ug,v- vp)
) - 12 (Ux+v¥p)
f(X-%,yY- Yo)U F(uve M

Nel caso bidimensionale e utile prima di effettuare la
trasformata applicare unshift (traslaziong dell’origine nel
punto (N/2, N/2 cioe nel centro delrettangolo delle
frequenzeDalle relazioni di cui sopra cio si ottiene ponendo
Uy=Vvy=N/2,da cui:

[ f(X,y) 1 &Y]=F (u N/2, v N/2)
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Traslazione (2)

Si dimostra inoltre che unshift nella f(x,y) non maodifica la
magnitudo della trasformata (ma non della fase) dato che:

- 12p (uxg +vyg)
F(u,v)e N =|F (u,v)

Queste proprieta vengono utilizzate per wuna migliore
visualizzazione dello spettro.

(In MATLAB cio viene realizzato dalla funzione )
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Periodicita e Simmetria Coniugata

La trasformata discreta DFT e la sua inversa sono periodich
(con periodaN):

FuVv)=Fu+N,v)=F(u,v+N)=F(Uu+N,v+N)

Questo significa che benché nella definizione della DFTici s
limiti a considerare vettori di dimension®&l, in realta si
potrebbero calcolare trasformazioni dirette e inversezaen
restrizioni nei valori dell’indice, che darebbero luogoaarpioni

di uguale valore ad ogni intervallo pariva
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Periodicita e Simmetria Coniugata

La periodicita della DFT da luogo ad una interessante interpretazione
geometrica. Nel caso 1-D, il campiof€N) = F(0) e ovviamente contiguo

a F(N-1). | campioni possono quindi essere pensati calcolati per valori
disposti non su una linea retta ma su un cerchio, il cosiddetalo di
Fourier. Nel caso 2-D, la matrice rappresentativa dell'immagine ée
proiettata sul cosiddetttoro di Fourier. Anche se laF(u,v) si ripete
infinite volte, solo gli MxN valori compresi in un solo periodo sono
necessari per ottenerg€x,y) da F(u,v). Quindi solo un periodo della
trasformata € necessario per specificare completankg€nie) nel dominio
delle frequenze.
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Periodicita e Simmetria Coniugata

Sef(x) e realeF(u) e inoltre dotata di simmetria coniugata:

F(u,v)=F (-u,-v)
‘F(U,V)‘ - ‘F (- u,- V)‘
essendd-"(u) la complessa coniugata H{u).
La proprieta di periodicita indica che(u) ha un periodo
pari aN, e la proprieta di simmetria mostra che il modulo
della DFT e centrato nell’origine:

F(u)=F(Uu+N)
Fl=Fcu)
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Periodicita e Simmetria Coniugata

Pertanto nell’intervallo [ON-1] sono in realta presenti due semiperiodi
della trasformata, costituiti, rispettivamente, dai campioni da 02 B&l/
dalla replica degli N/2 campioni presenti nel semiperiodo a sinistra
dell’origine.

Per visualizzare un intero periodo basta spostare I'origine dedlase®l
punto u=N/2. A tal fine si puo sfruttare la proprieta di traslazione, e
quindi basta moltiplicare ld(x) per (-1) prima della trasformazione,
come visto in precedenza:
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La trasformata di un piccolo rettangolo bianco su uno sfondo nero
sara dunque (dopo khift)
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Valor Medio

Il valore della trasformata nell'origine, cioe nel punto
(u,v=(0,0) e dato da:

N-1N-1 _ 1
FEO= Ty f(xy)=-F(00)

x=0 y=0

Il valore della trasformata di Fourier di un’immaginéx)
nell’origine e uguale alla media dei valori di grigio contin
nellimmagine (a meno di un fattore di proporzionalia

F(0,0) prende anche il nhome dicomponente continuao
componente DC.
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Fast Fourier Transform
1 N-1
F(u) = N f (xX)exp[-i2pux/ N]
x=0

Nella sua forma classica implementare la trasformata di
Fourier richiederebbe un numero di operazioni propordeaa

N2 (N moltiplicazioni complesse Bl-1 addizioni per ciascuno
degliN valori di u).

Utilizzando opportune tecniche di decomposizione é pdssib
abbassare la complessita Blog,N, implementando Ia
cosiddetta Fast Fourier Trasform (FFT).
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