INTERPOLAZIONE

E un problema di approssimazione di una funzione o di un insieme di dati
con una funzione che sia piu semplice e che abbia buone proprieta di
regolarita. Tale tipo di approssimazione si usa quando i dati sono noti con
precisione. La condizione di interpolazione e’ che la funzione interpolante e
quella interpolata devono coincidere nei nodi che sono le ascisse dei dati.
Problemi: esistenza, unicita, accuratezza, stabilita.

Poiché come classe di funzioni interpolanti scegliamo la classe dei polinomi,

l'interpolazione si dira polinomiale.

Interpolazione polinomiale
Sia Py, = {polinomi di grado < n}.
Teorema 1 (esistenza ed unicita)
Siano dati i nodi: xg, ..., Xn, Xi#X;, 1#j, i,j=0,..., novvero tutti distinti e

'insieme di dati in corrispondenza di essi yq, ..., yn allora:

= J1pePn: p(x)=yi i=0,...,n
Dimostrazione.
1 x, X,
Sia V la matrice di Vandermonde: v= | ® X
1 x'n X
Risolvere il sistema lineare: Va =y cony = [yo, ..., yn]' equivale a

risolvere: p(xi) = yi

dove: p(xX)=a,+ax+ax’+..+ax" € a=(a,a,..a,)
Quindi: Va=y <& px)=yi i=0,...n
ma: detV o« JT (xi-%)#0
0<j<izn
pertanto il problema ha un’unica soluzione. .
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Da tale teorema possiamo ricavare il metodo dei coefficienti indeterminati che
consiste nell'imporre le condizioni di interpolazione al generico polinomio:
p(x)=a,+ax+a,x’ +..+a,x"
p(x)=f(x) i=0,..n
e risolvendo quindi il sistema lineare:
1 x, Xo| |4 f(xy)

i % =f(x1)

1 x, S VACH)

Un’altra dimostrazione del teorema, di tipo costruttivo, e che quindi ci da’ un
altro metodo, & basata sulla rappresentazione esplicita della soluzione per y

generico con una opportuna base. Siano:

1i=0,...,n

n —
X Xj
X .

Li(X)ZH

i T
n+1 polinomi di grado n, dove Li(x) e" detto polinomio di interpolazione di
Lagrange. Essi sono tali che:
Li(x)=8; 1j=0,...,n
Quindi gli L; sono linearmente indipendenti da cui segue che:

p() =Y yiLi(x)

i=0

che e la rappresentazione lagrangiana di p(x).

Dimostriamolo nel caso speciale per cuiy; =1 e y; =0 conj # i per qualche 0 <
i<n.

Cerchiamo un polinomio di grado < n avente come n zeri i nodi xj, j #i.
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(N.B.: tali nodi sono n poiché j # i).
p(x) =c(x - Xo) ... (X-Xi1) (X - Xi+1) ... (X-Xn) per qualche c.
Il fatto che p(xi) = 1 implica che:
¢ =[(xi-%0) ... (Xi-Xi1) (Xi - Xi+1) «.. (Xi Xn)]?

che ci da’ I'espressione di Li(x).

Dimostriamo adesso l'unicita di tale p(x).

Sia q(x) tale che
q(x) = f(x) i=0,...n
Sia: 1(x) = p(x) -q(x)
rePn: r(xi) = p(xi) - q(xi) = f(xi) - f(xi) =0

r ha quindi n+1 zeri (cioé tutti gli x;), ma poiche’r € P, =1r=0.

Metodo delle differenze divise di Newton
Questo €” un altro modo per trovare il polinomio interpolatorio, che e piu
comodo se si deve aggiungere un dato nuovo. Scriviamo p(x) nella seguente
forma:

p(x) = bo + bi(x - Xo) + ba(x - X0)(X - X1) + ... + bn(X - X0)(X - X1) ...(X - Xn-1)

bo = £(xo)

by = f]xo, x1]

b, =f [Xo, X1, Xz]

bn = f[XQ, cery Xn]
dove:

fx,) - £(x,)

—X.

i j

f[xi, x5] = e’ la prima differenza divisa
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f[Xier]_f[Xjrxk]

f[xi, x5, xi] = e’ la seconda differenza divisa.

X; =Xy

In generale, si costruisce la seguente tabella:

xo  f(xo)
f[xo0, x1]

x1  f(x1) f[xo, x1, X2]
f[x1, x2]

x2  f(x2) f[x1, x2, X3]
f[x2, x3]

e Xn]
xz  f(x3)
f[Xn-3, Xn-2, Xn-1]

f[xn-2, Xn-1]

Xn1  f(Xn1) f[Xn-2, Xn-1, Xn]
f[xn-1, Xn]

Xn  f(Xn)

Differenze divise nel caso di nodi ugualmente spaziati
Siano: xi=Xo +ih, h=(b-a)/n, i=0,...,n glin+1 nodi.

f(x1) —£(x))
h

f(x,,) — 2f(x;,,) + f(x;)

, f[xi, Xis1, Xis2] = e

f [Xi/ Xi+1] =

Poniamo:
Af(x) = f(x+h) - £(x)
A%(x) = f(x)
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AK(x) = A(Af(x))
Da cui si ha:

A f(x)

f[Xi, ...,Xj+k] = k!hk

p(x) = p(xo + rh) = i A'jf(xo)(r_J rew
i=0 ]

]

Ricordiamo che: (FJ= r(r_l)'"(:_(j_l))
J!

J

Esempio.

Calcolare f(x) =cos(x) per x=0.44.

X f(x) A£(x) N £(x) A £(x)
0.3 0.955336

-0.034275
0.4 0.921061 -0.009203

-0.043478 0.000434
0.5 0.877583 -0.008769

-0.052247

0.6 0.825336

p(x) = 0.955336 - 0.034275[: J - 0.009203 @ +0.000434 @

x, =03, h=0.1,x=0.44 - 044=03+01r = r=14

p(0.44) = 0.904750.

Errore dell'interpolazione lagrangiana
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Teorema. Sia f € C™*1[a,b], Xo, ..., Xn, Xi#Xj, 1#]

Sia: p € P, che interpola la f nei nodi x;.

_ ) _ fnﬁ(&) y
= () =09 - p(Y) = LI
dove: W) = [[x-x), &ela, b]

i=0

Dimostrazione.

Sia x € [a, b] fissato e x # x5, i =0, ..., n altrimenti il teorema & banalmente

vero. Sia:
— £(1) - off) - [ -PK)
() = 1) - p(t) - 5 By
E(t) ha n+2 zeri: F(x) = F(xo) = ... = F(xn) = 0 ed e n+1 volte differenziabile.

Allora, per il teorema di Rolle (*), F'(t) ha n+1 zeri, F"(t) ha n zeri ed iterando,

F*)(t) ha almeno uno zero in ]|a,b[ . Sia esso & . Allora:

Foe1)( £) = 0 = fir( £) - 0 - 109"PO) 1y,

W)

da cui la tesi. .

(*) Richiamiamo il teorema di Rolle:
Ip. Sia f:[a,b]> R, continua in [a,b] e derivabile in Ju,5[ con f(a) = f(b)
Ts. dce ]a,b[: t'(c)=0.

o

Dal teorema sull’errore e dalle formule delle differenze divise di Newton si

ha:
f™E)

m!

f[XO, ceey Xm] =

Infatti:

Formaziong numerica - 26.11.02 - Ippunti by Paisy83



siate R:t#x;, i1=0, ..., n Costruiamo il polinomio interpolante f(x) in xo,
ve, X,
Pn+1(X) = f(x0) + (X - Xo) f[x0, X1]+ ... + (X - X0) ... (X - Xn) f[X0, ..., Xn, t] =
= Pn(X) +(X - Xo) ... (X - Xn) f[X0, ..., Xn, t]
poiché : pn+1(t) = f(t). Ponendo x =t, siha:
£(t) - pa(t) = (t - x0) ... (t-Xn) f[X0, ..., Xn, 1]

&)

da cui: f[xo0, ..., Xn, t] = P

Poniamo t = x,+1, m =n+1:
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Interpolazione di Hermite
Ci si chiede se, conoscendo il valore delle derivate di f(x) in alcuni nodi, sia
possibile raggiungere una maggiore accuratezza.
Indichiamo con p'’(x) la derivata j-esima di p(x). Se in xo conoscessimo tutte
le derivate di f(x) fino all'ordine n, il problema di trovare:

p(x) € Pn: PV (x)=f"(x) j=0,...,n
avrebbe soluzione unica. Infatti, il sistema che si otterrebbe imponendo le
condizioni di interpolazione:

ap + axo+taxxe?2+ ... + anxo® = f(xo)

ar +2axxp * ... tnanxo™?! = f'(xq)

nla, = f{®(xq)
avrebbe la matrice dei coefficienti di tipo triangolare superiore con elementi
diagonali tutti positivi, pertanto il suo determinante sarebbe diverso da zero
e il problema avrebbe soluzione unica.
In generale il problema, pero’, non ha soluzione unica. Cioe, quando vengono
assegnati in alcuni nodi i valori di alcune derivate non sempre c'€ un unico

polinomio interpolante che abbia in tali nodi il valore dato delle derivate.

Esempio: trovare p(x) € P, con queste condizioni interpolatorie :

p()=yi, PO)=y2, p(1) =y,

p(x) =ax2+bx +c

a-b+c=y, 1 -1 1
Il sistema: b=y, hail: det [0 1 0=0
at+b+c=y, 1 1 1

e quindi non ha soluzione unica.

Invece, il problema: dati n+1 punti, xo, ..., Xn, Xi #X;, i#j, trovarep(x) € Px:
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con: N=n+mo+m; +... +m, cheassuma iseguenti valori:

f(Xo), f'(Xo), ceey f(mo)(Xo)
f(xn), £'(Xn), .., ) (Xn)
ha soluzione unica ed il polinomio interpolante ¢ detto di Hermite. Se mo =

m; =...= m, =1 l'interpolazione e detta osculatoria.

Sull’interpolazione di tipo osculatoria si hanno i seguenti due teoremi:

Teorema.
Datixo, ..., xn, XiZzX;, i#j €[a,b] ed f(xi), f'(xi) i=0,...,n
= 31 p(X) € Pons1 : pxi) =f(x;) e p'(x)=f(x) i=0,..,n

Analogamente al teorema sull'errore dell'interpolazione lagrangiana si ha:
Teorema.

Sia f € C@*2)[a,b] e sia p(x) € P+ il polinomio di Hermite osculatorio
interpolante f(x) in xo, ..., X, distinti € [a,b] = e(x) = f(x) - p(x) =

f(2n+2) (& )

2n+2)! WeoF

Dimostrazione.

E’ simile al teorema dell’errore dell'interpolazione lagrangiana ponendo:

F(t) = f(t) - p(t) - %[wmz .

I polinomi sono di facile costruzione e la loro utilita si basa sul teorema di

approssimazione di Weierstrass.
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Teorema di Weierstrass.
Sia f € C[a,b]. Essa e allora approssimabile uniformemente da un polinomio il
cui grado dipende dall'accuratezza scelta. Cioe:

Ve>0 dn=n(), pKx)ePn: |[f-p| <t

ovvero: |f(x)-p(x)|<eV x € [ab]) 0

Si ha inoltre:

Teorema.

Sia f € C[a,b], n € N fissato = dip* e Pn: lE-p4 <|t-p] Vpe
Py

in una delle norme 1, 2, . o

Ma nonostante le buone ci possono perd essere difficolta associate
all'interpolazione polinomiale. Per illustrare cio, sia A una suddivisione

triangolare del generico intervallo [a,b] definita da:

too - pO(X)

tio  tin - pi(x)

to txm  tm - Pp2(x)
tnO tnl oo tnn —> pn(x)

con: asty <t <..<tm<b VneNei{pax)}siano una successione di
polinomi generati dalla interpolazione di Lagrange ad f(x) nei punti t,;, i =0,

..., n. Siha:
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Teorema (di Faber).
Per ogni A, 3 f e C[a,b] per cui {pa(x)} non converge uniformemente ad f(x).

o

D'altronde si ha:
Teorema.
Dataf e Cla,b], 3FA: {pn(x)} converge uniformemente ad f(x).

Da tali teoremi si deduce che non esistono schemi interpolatori universali.

Stabilita
Analizziamo il problema della stabilita degli schemi interpolatori ovvero
della propagazione degli errori sui dati al polinomio di interpolazione. Dalla

rappresentazione di Lagrange si ha, indicando con y,i dati perturbati e con y

quelli non perturbati:

dacui:  p()-p0)=2 L) (yi- )

n
i=0

| p(x) - P (X) | < An(x)max | yi- 7, |

0<i<n

lp-pl, <A.ly-9],

n

dove: An(x) = > |Li(x)|, A,=[\.], note come funzione e costante di
i=0

Lebesgue, rispettivamente. Tanto pitt sono piccole, maggiore é la stabilita del

problema.
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Si puo vedere che se i nodi sono gli zeri dei polinomi di Chebichev (v.
prossimo paragrafo), la funzione An(x) ha un andamento vicino a quello
ottimale. Ricordando, poi, il teorema sull'errore di Lagrange si vede che per

migliorare l'errore si devono scegliere gli x; in modo da minimizzare

max W(x).

xela,b]
Se [a,b] = [-1,1] tale scelta degli x; & data dagli zeri dei polinomi di Chebichev.
Vista l'importanza di tali polinomi nella teoria dell’approssimazione,

studiamone il comportamento.
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Polinomi di Chebichev
Polinomio di Chebichev di 17 specie:
Ta(x) =cos(nS) neN
X = cosd 9 € [0,7]
=  Tha(x) = cos(n arccosx)
Mostriamo che Ty(x) € Py ed € quindi definito per V x € R . Infatti:
cos((k+1) 9) = coskScos$ - senk9senS
cos((k-1) 9) = coskScos9 + senkI9senS

= cos((k+1) 9) + cos((k-1) 9) = 2 coskScosS
da cui si ha la relazione di ricorrenza:
Tir1(x) = 2xTk(x) - Ti1(x)
con: To(x) =1, Ti(x) =x.
Pertanto: Ta(x) =2x2-1, Ts(x) =4x3-3x, Ta(x) =8x*-8x2+1, ...
Il coefficiente di xk in Ty (x) € 2&1. Gli zeri di Tk(x) sono dati da:

2i+1
2k

cos(k9) =0, k9= 2-+in, 9=

:>xi=cos(21+1nj i=0,..., k1
2k

Poiché Ti(x) € Pk, gli zeri trovati sono i soli zeri di Tk(x) ed essi sono distinti.
I punti di

[-1,1] in cui | Tk(x)| =1 sono di estremo relativo e sono dati da:

cos(in) = (1) = 4= =0, ..k
Si ha: Ti(-x) = (-1)kTw(x).
Ed inoltre: Th(x) = —ksenk9  ksenk 9

—sen$ send

T (x) senkd
k sen$

Il polinomio Uy € Pq @ Ui = e il polinomio di Chebichev di 2°

specie.
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I polinomi di Chebichev sono ortogonali rispetto al prodotto interno:

<f, g> = fl_f(:)_g(x’? dx

Dimostriamo adesso che, nell'intervallo [-1, 1], la W(x) = ﬁ(x—xi) ha
i=0
|W|. minima se gli x; sono gli zeri dei polinomi di Chebichev.

Teorema. Sia: W(x) = ﬁ(x—xi) € Pny1 . Tra le possibili scelte dei nodi {x,}",, xi

i=0

e [-1,1], ”W"w=n}% |W(x)| € minima se: W(x) = % cioe gli x; sono gli zeri

dl Tn+1 (X) .

Dimostrazione. Thr+1(x) ha il coefficiente di x»*1 dato da 2. Allora, tra tutti i

Tn+1 (X)

n

polinomi del tipo: ~ x™1 + ... , (noti come polinomi monici), e un

candidato per il minimo di W(x). Poniamo quindi:

W(x) = Tz“f =(X - X0)...(X - Xn) con:
_ 2i+1
Xi = COS
2(n+1)
Si ha: Wl = 2% poiché |T,.|| =1sex e [-1,1].
Se poniamo: yi = COS iz i=0,...,n+l siha:

n+1

W(Yi) = (.1)12Ln e pertanto: W(yi+1) =- W(Yi)-

Supponiamo ora che 3 V € P+ monico e tale che |[V| <|W| .Siavra”

per i pari: V(yi) < W(ys)
peridispari:  V(yi) > W(yi)
Pertanto: V(yo) < W(yo), V(y1) > W(y), ...
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Definendo H(x) = V(x) - W(x) si ha che H(x) € P, poiché V e W hanno lo
stesso x™1. Ma H(x) ha n+1 =zeri, il che & assurdo e da cio la tesi.

Splines

Nell'interpolazione polinomiale, la conoscenza dei valori della f(x) da

interpolare in n+1 nodi da un polinomio di grado n che, all'aumento di n, ha

un comportamento oscillatorio. Cio puo dare dei problemi se la funzione da

approssimare e "piatta" o se si deve approssimare la f'(x).

Si hanno quindi due diverse strategie:

1) Approssimare la funzione con un polinomio di basso grado che
approssimi ma non interpoli la f(x). Dipendendo dalla scelta della norma
con cui si decide di stimare Il'errore, e quindi la bonta’,
dell’approssimazione si hanno: minimi quadrati (norma 2), minimax
(norma del massimo).

2) Approssimare la funzione con polinomi di basso grado interpolanti la f(x)
in sottointervalli. Tali funzioni, che su tutto l'intervallo non sono polinomi,
sono note come polinomi a tratti.

Un polinomio di grado k a tratti € una funzione che in ogni sottointervallo e un

polinomio di grado k. Tali polinomi sono uniti in modo continuo in modo da

interpolare i dati. Cido comporta che la funzione polinomiale approssimante la

f(x) possa avere derivate discontinue. Se si conoscessero le f'(x) nei nodi si
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potrebbe usare l'interpolazione di Hermite ma cid0 aumenterebbe la
complessita del problema. E invece possibile imporre alcune proprieta di
continuita alle derivate senza richiedere la conoscenza di tali derivate. Di
particolare interesse ¢ il caso in cui le derivate sono continue fino all'ordine k-
1 se k ¢ il grado del polinomio a tratti interpolante.

Un polinomio di grado k a tratti che ha derivate continue fino all’ordine k-1 &
detto spline di grado k.

Le proprieta di una spline S(x) di grado k interpolante una f(x) sono:

1) S(xi) = f(xi) i=0,...,n

2) S(x) € CkD[a,b]

3) S(x) € Pxin V [x;, xi+1] 1=0, ..., n-1

Se k e il grado della spline ed n+1 il numero dei nodi, per determinare
univocamente la spline dobbiamo imporre n+k condizioni (*). Tale numero &
noto come numero di gradi di liberta (d.o.f = degree of freedom). In generale:
d.o.f = nt+k, mentre nel caso interpolatorio:

d.o.f. =k-1.

(*) Infatti, essendo la spline di grado k, per ogni intervallino dobbiamo
determinare k+1 coefficienti ed essendo n tali intervallini, si devono
determinare n(k+1) coefficienti. Imponendo le condizioni di continuita da 0 a
k-1, esse sono k per ogni punto interno ed essendo tali punti n-1 possiamo
imporre k(n-1) condizioni. Pertanto, il numero di gradi di liberta e: n(k+1)-
k(n-1)=n+k.

Generalmente le spline piti usate sono quelle lineari e quelle cubiche.

Splines lineari
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In tal caso k =1 = d.o.f. = n+1 e l'esistenza e 1'unicita della funzione spline
sono ovvie e risultano dal procedimento di costruzione di una particolare
base.

Definiamo le funzioni cappello y; i=1,...,n-1

0 xe[x; 1, %]
X —X;_

Vi (X) = 1—— xelx.,x]
X =X
X — X

o X €[x;, %]
Xig =%
. X, — X X —X
Esempio: y,(x)= ——, x € [xo, X1, v, (X) = —="L, X € [Xn1, Xn]-
Xl _XO Xn _Xn—l

Poiché y, (xj) = §; le yisono linearmente indipendenti.

Pertanto: S(x) = Zn: aiy, (x)
0

i=

E se la spline S(x) interpola la f(x) in f(x;) =yi i =0, ..., n si ha: 5(x) = Zn: yi

i=0
L (X)
Per stimare I'errore si utilizzano i risultati per i polinomi interpolanti.

Siahi=xi-xuesia feClab] : |f(x)-Si(x)] S(hyj max |1

h;_ <t<h;

Ponendo h = max h; si ha:

h2 1)
5.l <2 e,
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perh—> 0 e(x) —> 0.
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Splines cubiche

In questo caso d.o.f. = n+3. Imponendo le condizioni di interpolazione si
hanno n+1 condizioni e restano due gradi di liberta. A seconda della loro
scelta si hanno:
Spline naturale : S3"(xo) = S3"(xn) = 0
Spline periodica : Ss'(xo) = S3'(Xn)
S3"(x0) = S3"(xn)
Spline vincolata : S3'(xo) = yo', S3'(Xn) = yn'

Indichiamo per brevita la spline cubica con C(x).

Dimostriamo che la scelta :

C(xi) = £(xi) i=0,...,n
C”(Xo) =80
C"(xn) = Sn

da un'unica spline. La particolare scelta s) = s, = 0 da” poi la spline naturale.
Supponiamo di scegliere sy, ..., sn, si = C"(xi) e costruiamo la retta passante
per:

(Xi, Si) , (Xi+1, Si+1)

X —

X —X
G'"(x) = Si% * Si+1

i i

P hi=Xi+1 - Xi, 1 =O,. . .,n—1

Notiamo che: C"i+1(xi+1) = C"i(xi+1) 1=0,...,n-2 e quindi C"(x) € continua.

Integrando due volte si ha:

—x)° _ 3

con ¢, d; costanti di integrazione.
Scegliamo c; e d; in modo che C(x) sia continua ed interpoli la f(x).

Ci(Xi) = fi, Ci(Xi+1) = fi+1, 1= 0,. . .,II—1
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Imponiamo la continuita di C'(x) cioe:
C'i(Xi) = C'i_1(Xi) 1= 1, ceey n-1

= x)? -x.)*> ,Af. h,
C'i =_g; (X1+1 X) +s: (X Xl) — - _1(g. . —g, 1
(X) 1 3h. i+1 21’11 h. 6 (S1+1 sl) ( )

dove: Af,=f., - f.
Da cui:

hiisiq1 + Z(hl + hi-l)Si + h;si+1 = b; i=1,...n-1

dove : bi=6[A—f1—Af”J
h. h

i i-1
Poiché sp ed s, sono note, si ha un sistema di n-1 equazioni in n-1 incognite. I
sistema & tridiagonale e diagonalmente dominante. Pertanto ha soluzione

unica.

Analogamente, se si impone che:

C'(x0) =y'o, C'(xn) =y'n dalla (1) si ha:

h Af h
C'n—l(xn) = 5n ;—1 + h:ll - gl (Sn _Sn—l)= Y'n
— Afn—l
— 2hn_1Sn + hn-lSn-l - 6 y'n_ h (2)
n-1
h, ,Af, h
C'o(xp) =-850 L +—=0_"0 (g, -g)) = V'
0(Xo) 0 h, 6(1 0) =V'o

= 2 hpso + hos1 = 6 &i—y'o) (3)

0
Le (1), (2) e (3) formano un sistema di n+l equazioni in n+l incognite
tridiagonale

diagonalmente dominante e quindi ha soluzione unica.
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