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              INTEGRAZIONE NUMERICA 

Introduzione 

Le procedure numeriche per approssimare l’integrale definito: 
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sono note come formule di quadratura numerica. Gli n+1 punti distinti xi ed i 

coefficienti ai sono detti, rispettivamente, nodi e pesi della quadratura. Il 

problema consiste nel determinare xi ed ai in modo che: 
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per una ampia classe di funzioni. Se nn xp Ρ∈)(  è un polinomio interpolante la 

)(xf  nei punti xi, la formula: 
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si dice formula di quadratura interpolatoria. I nodi e i pesi sono scelti in 

modo da minimizzare l’errore: 
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Una misura di tale errore è data dal grado di precisione o ordine polinomiale., 

Una formula di integrazione Q  si dice di ordine polinomiale di grado k se 

risulta esatta per kp Ρ∈∀ , ovvero se per tali p risulta: 

                                        )()( pQpI = . 

Un modo generale per costruire formule di quadratura con grado di precisione 

fissato è il metodo dei coefficienti indeterminati, che consiste nel determinare i 

nodi e i pesi imponendo che la formula sia esatta per polinomi del grado dato 

dall’ordine polinomiale.  

Vi sono quindi due diverse strategie: fissare i nodi e determinare i pesi oppure 

lasciare entrambe le quantita’ incognite. 

Se i nodi sono fissati, i pesi si trovano risolvendo il sistema lineare: 
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Se i nodi non sono fissati, il sistema è non lineare. Ciò, come vedremo, darà 

luogo alle formule col più alto grado di precisione possibile. 

 

 

 

1. Formule di quadratura interpolatorie 

 

Siano dati n+1 punti di interpolazione nxxx ,...,, 10 , con ji xx ≠ per ji ≠ , 

nji ,...,0, =  e costruiamo il polinomio di interpolazione nn xp Ρ∈)(  per 

],[)( baCxf ∈ , ovvero tale che: 
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Per la formula di quadratura interpolatoria possiamo scrivere: 
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Consideriamo il polinomio di interpolazione di Lagrange: 
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Sostituendo nella (1) otteniamo: 
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essendo gli )( jxf  delle costanti. Se poniamo ∫=
b

a
njnj dxxla )( , la relazione sopra 

diventa: 
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Gli )(xlnj  sono i polinomi fondamentali di Lagrange e valgono: 
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Ogni formula di quadratura interpolatoria che usi n+1 nodi ha, per 

costruzione, grado di precisione almeno n. Le formule più naturali sono quelle 

con i nodi ugualmente spaziati in [a,b]. Tali formule sono le formule di 

Newton-Cotes. 

 

 

2. Regola del trapezio 
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Nell’intervallo finito [a,b] consideriamo n nodi equidistanti nxx ,...,0 : 

ihxxi += 0       con     ax =0 , bxn =      e     
n

ab
h

−
=   ni ,...,0=  

La formula di Newton-Cotes a due punti, ax =0  e bx =1 , è detta regola del    

trapezio. 

Ricaviamo la regola del trapezio per il generico intervallo [-h,h] centrato in 

0, per poi estenderla all’intervallo [a,b]. Nel primo caso applichiamo la 

definizione di quadratura interpolatoria, nel secondo il metodo dei 

coefficienti indeterminati. Ovviamente, i risultati sarebbero gli stessi se 

scambiassimo tali procedure. 

Posto hx −=0  e hx =1 , per la (2) del paragrafo precedente segue che il 

polinomio: 
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è dato da: 
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Calcoliamo i due polinomi fondamentali di Lagrange: 
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Sostituendo nella (3) otteniamo: 
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Per la (1) del paragrafo precedente, possiamo scrivere, dunque: 
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Estendiamo adesso la formula all’intervallo [a,b] utilizzando il metodo dei 

coefficienti indeterminati. Dovendo considerare solo gli estremi 

dell’intervallo, si avrà n=1. In questo caso possiamo scrivere, quindi: 
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Imponiamo che il grado di precisione sia 1. Sia xxf ,1)( =  otteniamo 

rispettivamente: 
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Risolvendo il sistema formato dalle equazioni (5) e (6) si ottiene: 
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Sostituendo nella (4) i valori appena trovati si ha, pertanto: 
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Geometricamente questa formula può essere così rappresentata: 
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Per ricavare l’errore, ricordiamo che se ],[1 baCf n+∈ , l’errore di interpolazione 

è dato dalla relazione: 
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per cui: 
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Ponendo: 
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operiamo una maggiorazione sul lato destro della (7), per cui sostituendo in 

essa tale valore otteniamo: 
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Nella regola del trapezio, come detto, n=1 inoltre per tale valore 

))(()( 10 xxxxxw −−=  cioè ))(()( bxaxxw −−= , per cui possiamo scrivere: 
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essendo Te  l’errore per la regola del trapezio. Ricordiamo che, per il teorema 

del valor medio sugli integrali: 

se ],[, baChg ∈  e )(xg  non cambia segno in [a,b] ⇒  
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Ponendo ))(()( bxaxxg −−=  e )()( xfxh ξ′′=  (dove il pedice x evidenzia che ξ  

dipende da x) si ha: 
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E’ facile verificare che il grado di precisione è 1. 

 

 

3. Regola di Simpson 

 

La formula di Newton-Cotes a tre punti è detta regola di Simpson. Poniamo 

hx −=0 , 01 =x  e hx =2  ed imponiamo che: 
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Per 2,,1)( xxxf =  otteniamo, rispettivamente, le tre equazioni seguenti: 
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Risolvendo il sistema precedente,  si ottiene: 
3
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1 = . Sostituendo 

nella (8) si ha: 
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Estendendo la formula all’intervallo [a,b] si ha: 
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Si può facilmente verificare che il grado di precisione è pari a 3, pertanto 

sfruttando tale risultato è possibile determinare l’errore. Infatti, dal momento 

che ))()(( 210 xxxxxx −−−  cambia segno in [a,b], non si può procedere come per 

la regola del trapezio. In questo caso, invece, si definisce il polinomio 

33 )( Ρ∈xp  hermitiano con le seguenti condizioni: 
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e inoltre:   )()( 32 pIfQ = . Poiché il grado di precisione è 3, l’errore sarà dato 

da: 
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a cui è possibile applicare il teorema del valore medio. Sostituendo i valori 

determinati in precedenza, si ottiene: 
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Per estendere il tutto alle formule di Newton-Cotes generiche, si può far uso 

del seguente: 

 

Teorema  

Sia ],[2 baCf n+∈ , e siano ],[ baxi ∈ , ihxxi += 0  con ni ,...,0= , n+1 nodi. Sia, infine, 

n
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chiusa è dato dalle relazioni: 
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con:   ).,(,),(01 baitn

in ∈−Π= =+ ηξπ  

 

 

 

Pertanto l’errore di integrazione delle formule di Newton-Cotes dipende da n. 

In particolare: 

- se n è dispari, allora il grado di precisione è n; 

- se n è pari, allora il grado di precisione è n+1. 

 

 

Esempi 

Consideriamo la regola del trapezio, la regola di Simpson e la regola generale 

di Newton-Cotes: 

- regola del trapezio: 2 nodi 1=⇒ n , 3
herrore ∝ , grado di precisione = 

1; 

- regola di Simpson: 3 nodi 2=⇒ n , 5
herrore ∝ , grado di precisione = 

3; 

- regola generale N-C: n+1 nodi, 12 +∝ n
herrore , grado di precisione: n 

(se n è dispari), n+1 (se n è pari). 

 

Per aumentare la precisione si hanno due alternative: 

i) aumentare il numero di nodi, in modo che )( fQn  sia integrale di un 

polinomio interpolante di alto grado (quadrature gaussiane); 

ii) dividere [a,b] in sottointervalli utilizzando in essi formule di bassa 

precisione, quindi sommare i risultati (regole di quadratura 

composte). 
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4. Regole di quadratura composte 

 

Consideriamo l’intervallo [a,b] e suddividiamolo in n sottointervalli. Per 

una tale suddivisione possiamo scrivere: 
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Applichiamo la regola del trapezio al sottointervallo ],[ 1+jj xx . Sia 
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Estendendo il risultato ottenuto per un singolo sottointervallo a tutto 

l’intervallo [a,b], otteniamo: 
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Per semplificare l’espressione dell’errore, utilizziamo il seguente: 
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Identificando )(η′′f  con )(xg  e ja  con 
12

3
h

−  ed applicando il lemma, si ha: 
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Indicando con ''∑ la sommatoria dimezzata agli estremi e sostituendo nella 

(10), otteniamo: 
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Nelle formule di Newton-Cotes il calcolo dei pesi è indipendente dalla 

spaziatura h, pertanto essi possono essere tabulati. E’ possibile verificare che, 

per n grande, i pesi aumentano in modulo mentre il segno varia. Ciò rende 

instabili tali formule dal punto di vista della propagazione degli errori. Inoltre 

un aumento del grado di precisione, ovvero dei nodi della quadratura, non 

implica necessariamente la convergenza della quadratura all’integrale, quando 

la funzione non è polinomiale. Il seguente teorema mostra sotto quali 

condizioni l’aumento dei punti di integrazione porti alla convergenza della 

quadratura all’integrale. 

 

Teorema 
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Dimostrazione. 
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Per il teorema di Weierstrass si ha: 

 

0>ε∀ NN xq Ρ∈∃ )( :   ε≤−
∞Nqf    dove N e’ funzione di ε . 

 

Poiché la quadratura è interpolatoria, possiamo scrivere: 

 

)()( NNn qIqQ =   Nn ≥  

 

Scegliendo Nn ≥ , quindi, abbiamo: 
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(11) 

avendo applicato la disuguaglianza triangolare. I due addendi nel lato destro  

della (11) possono essere maggiorati, tenendo conto delle ipotesi  e del teorema di Weierstrass, 

come  

segue: 
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Applicando le maggiorazioni indicate ai punti a) e b) alla relazione (11) si 

ottiene, infine: 
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E’ possibile dimostrare che vale anche il viceversa. 
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Se gli )(n
ja  sono tutti strettamente positivi, allora la convergenza è garantita. 

Infatti, poiché il polinomio 1)(0 =xp  è integrato esattamente, si ha: 
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Quindi, se tutti i pesi sono positivi: 
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Un vantaggio delle formule con pesi positivi è che hanno buone proprietà di 

arrotondamento, poiché gli errori tendono a cancellarsi. Inoltre l’errore è 

minimizzato se i pesi sono quasi uguali. Un’idea è, quindi, quella di 

determinare formule con pesi uguali e nodi fissati, imponendo un grado di 

precisione dato. Un’altra possibilità è data dalle formule di quadratura 

gaussiane, in cui sia i nodi che i pesi sono indeterminati. 

 

 

5. Formule di quadratura gaussiane 

 

Una quadratura di tipo gaussiano si ottiene risolvendo il sistema non lineare: 
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in cui sia ia  che ix  siano indeterminati e imponendo che la formula 

abbia precisione 2n+1, se n+1 sono i nodi della quadratura. Il sistema 

risultante avrà 2n+2 incognite. 

a) Per n=0 e [a,b]=[-1,1] si ha: 
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1

1
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per cui si potrà scrivere: 

 

   )()()( 00 fEfQfI +=  

 

Imponendo che l’errore 0)(0 =fE , possiamo scrivere )()( 0 fQfI = , cioè 

)()( 00
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1
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Per xxf ,1)( =  si ottiene, rispettivamente: 
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1
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00

1

1
xaxdx =∫−  ⇒  000 xa=  ed essendo 020 ≠=a  ⇒  00 =x  

Sostituendo i valori appena trovati, otteniamo: 
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Estendendo questo risultato ad un intervallo [a,b] generico, si ha: 
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cioè la regola del punto di mezzo (midpoint rule) che è di tipo gaussiano. 

 

b) Per n=1, e [a,b]=[-1,1], imponendo che l’errore 0)(1 =fE  e considerando 

32 ,,,1)( xxxxf = , ragionando in modo analogo si ottiene, rispettivamente: 
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Sostituendo i valori appena trovati, otteniamo: 
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Notiamo che tale formula ha grado di precisione 3, ma utilizza due punti, al 

contrario della regola di Simpson che, per poter ottenere la stessa precisione, 

utilizza tre punti. 

 

 

Quindi, in generale, si deve risolvere il sistema non lineare: 
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  12,...,0 += nr  

 

nelle 2n+2 incognite nn xxaa ,...,,,..., 00 . Nell’ambito delle formule di quadratura 

interpolatorie, però, si può trovare un’opportuna formula con grado di 

precisione 2n+1 (che per n+1 nodi è il massimo possibile) senza dover 

risolvere il sistema non lineare. A tale scopo consideriamo il seguente: 

 

Teorema  
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Se ∑
=

=
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iin xfafQ
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)()(  è una formula di quadratura di tipo interpolatorio, ovvero 

dxxpfQ
b

a
nn ∫= )()(  dove nn Pxp ∈)(  è un polinomio interpolante la funzione )(xf  

negli n+1 nodi nxx ,...,0  e tali nodi sono gli zeri di un polinomio 11 ++ Π∈ nnp , 

insieme dei polinomi ortogonali su [a,b], allora il grado di precisione della 

formula è 2n+1. 

Dimostrazione. 

Sia: 
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sia poi 12)( +∈ nPxf  e dividiamolo per il polinomio )(1 xpn+  dell’enunciato: 

 

)()()()( 1 xrxqxpxf n += +  

 

dove )(xq  e )(xr  sono polinomi al più di grado n. Poiché gli ix  sono gli zeri di 

)(1 xpn+ , si ha: 

 

)()( ii xrxf =   ni ,...,0=  

 

pertanto: 

∫ ∑∫∫
=

+ +=+=
b

a

n

i

nii

b

a
n

b

a
fExradxxrdxxqxpdxxf

0

1 )()()()()()(

 

 

Essendo la formula di tipo interpolatorio, essa ha almeno grado di precisione 

n, per cui possiamo scrivere: 
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e poiché )()( 1 xpxq n+⊥  si ha: 

 

0)()(1 =∫ + dxxqxp
b

a
n  ⇒  0)( =fEn  

 

Quindi, avendo imposto 12)( +∈ nPxf , la formula ha precisione 2n+1. 

 

 

Dimostriamo, infine, che le formule gaussiane hanno i pesi positivi. Se 

∑
=

=
n

i

iin xfafQ
0

)()(  è gaussiana, allora ha precisione 2n+1. Come funzione )(xf  

consideriamo il quadrato dei polinomi fondamentali di Lagrange: 

∏
≠
= −

−
=

n

ki
i ik

i
k

xx

xx
xl

0

)(   nk ≤≤0  

 

Si ha che ( ) nk Pxl 2

2
)( ∈  e poiché i polinomi di Lagrange godono della proprietà 

ikik xl δ=)( , si ha: 

( ) k

b

a
k adxxl =< ∫ 2

)(0  nk ≤≤0  

 

come volevasi dimostrare. 

 

 

6. Calcolo dei nodi e dei pesi 

 

Per il calcolo dei nodi di una quadratura gaussiana si generano dapprima i 

polinomi ortogonali, usando le formule di ricorrenza. Dal momento che gli 

zeri di tali polinomi sono dei valori reali semplici ed interni all’intervallo di 

ortogonalità, per determinarli si può utilizzare il metodo di Newton. 
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Per il calcolo dei pesi, invece, si può utilizzare il metodo dei coefficienti 

indeterminati, oppure possono essere ricavati da: 

 

dxxla
b

a
njj )(2∫=   nj ≤≤0  

 

dove njl  sono i polinomi fondamentali di Lagrange di grado n. Se l’integrale 

da calcolare è del tipo: 

 

dxxwxffI
b

a∫= )()()(  

 

in cui )(xw  è una funzione peso tale che 0)( >∫ dxxw
b

a
, allora la quadratura 

(cioè i nodi ed i pesi) dipende da )(xw . In tal caso si scelgono i polinomi 

ortonormali in [a,b] rispetto a )(xw . 

a) Se qp xxxw −− +−= )1()1()(  in [-1,1], 1<p  e 1<q , i polinomi sono quelli di 

Jacobi. 

b) Se 
2

1
=p  e 

2

1
=q , ovvero 

21

1
)(

x
xw

−
= , i polinomi sono quelli di 

Chebichev. Con tali polinomi i coefficienti sono uniformi e, per n nodi, 

sono dati da 
n

π
. Cioè: 

dx
x

xfb

a∫ − 21

)(
 ≈  ∑

−

=

π 1

0

)(
n

i

ixf
n

 

 

      c)   Se 1)( =xw , allora i polinomi sono quelli di Legendre.  


